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Capitulo 1

Operacoes Elementares

1.1 MDC e MMC de Numeros Naturais

Definicao de MDC:
O maximo divisor comum MDC de dois ou mais numeros é igual ao produto dos
fatores comuns a esses numeros, cada um deles elevado ao menor de seus expo-
entes.

Definicao de MMC:
O minimo multiplo comum MMC de dois ou mais numeros € igual ao produto dos
fatores comuns e nao comuns, cada um deles elevado ao maior de seus expoentes.

Para calcular o MDC e o MMC de dois ou mais niumeros naturais, aplicamos as seguintes
técnicas:

12) Decompdem-se os numeros em fatores primos (pode-se utilizar o algoritmo pratico).

29) Aplicam-se as definicées de MDC e MMC.

Exemplo: Calcular o MDC e o MMC dos numeros 24, 36 € 60.

24 | 2 36 | 2 60 | 2
12 1 2 18 | 2 30| 2
6|2 913 153
313 313 219
1 1 1

24 =23.3

36 = 2% . 32

60=12%-3-5

| MDC(24; 36;60) = 27 - 3 = 12 |
| MMC(24; 36; 60)= 2°-3?- 5 = 360 |

1.2 Moddulo ou Valor Absoluto

O modulo ou valor absoluto de um numero inteiro ou racional é a distancia do nimero
até a origem, isto é, é a distancia do numero até o zero (0). Assim, o0 médulo de um ndmero
€ sempre positivo.

Um numero, com excecao do zero, é formado de dois elementos:

7



8 CAPITULO 1. OPERACOES ELEMENTARES

* um sinal (+ ou —).
* um numero natural ou um ndmero fracionario ou um nimero decimal.
Exemplos:

1. O médulo do nimero inteiro +4 é 4.
Indica-se: | + 4| =4

2. O médulo do numero inteiro —6 & 6.
Indica-se: | — 6| =6

, , ) 3.3
3. O médulo do nimero racional +? é —.

7
3 3
Indica-se: |+=| = =
+7 7

, , . 2,2

4. O moédulo do nimero racional ~% é =
) 2
Indica-se: |—= :3

5. O modulo do numero decimal —0, 232 é 0, 232.
Indica-se: | — 0,232| = 0,232

Observa-se que |0| = 0.

1.3 Numeros Opostos ou Simétricos

Observe 0s seguintes numeros:

a) 5 e —5 possuem mddulos iguais e sinais diferentes.

3 3 , . . .
b) +§ e —3 possuem modulos iguais e sinais diferentes.

Dois numeros (inteiros ou racionais) que possuem médulos iguais e sinais diferen-
tes sdo chamados numeros opostos ou simétricos.

. , , 5, O 3
Assim, o oposto de —3 € +3, o oposto de +9 € —9, o oposto de +Z é —1 e o oposto de —3

é+3
5

Observacao: O oposto de zero é o proprio zero.

1.4 Operacoes com Numeros Inteiros

1.4.1 Adicdo

12 caso: Parcelas tem o mesmo sinal
A soma de dois numeros positivos € um numero positivo € a soma de dois numeros nega-
tivos é um numero negativo.
Com parénteses Modo simplificado
(+13) + (+10) = +23 | +13 + 10 = +23 = 23
(=3) + (=6) = -9 —3—-6=—9
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Observacao: Escrevemos a soma dos numeros inteiros sem colocar o sinal + da adigao
e eliminamos os parénteses das parcelas.
Na adi¢do de numeros inteiros com sinais iguais, conserva-se 0s sinais e soma-se
0s modulos.

22 caso: Parcelas tem sinais diferentes
A soma de dois numeros inteiros de sinais diferentes é obtida subtraindo-se os valores
absolutos (modulos), dando-se o sinal do niumero que tiver maior valor absoluto.

Com parénteses | Modo simplificado
(+23)+ (—9)=+14 | +23—-9=+14
(+7) + (—25) = —18 | +7—25 = —18

Na adigcdo de numeros inteiros com sinais diferentes, subtrai-se os mdodulos, dando-
se o sinal da parcela que tiver maior modulo.

32 caso: Parcelas sao numeros opostos
Quando as parcelas sdo numeros opostos, a soma € igual a zero.

Com parénteses | Modo simplificado
(+8)+(=8) =0 +8—-8=0
(—20) + (+20) =0 —20+20=0

4° caso: Uma das parcelas é zero
Quando um dos numeros dados é zero, a soma € igual ao outro numero.

Com parénteses | Modo simplificado
(+8) +0=+8 +8+0=+8
(—12) +0=—12 | —12+0=—12

52 caso: Soma de trés ou mais numeros inteiros
Calcula-se:

e a soma de todas as parcelas positivas;

e a soma de todas as parcelas negativas;

e a soma dos resultados obtidos conforme os casos anteriores.

Exemplos:

a) +10—-7—1=410+(-7T—1)=+10-8=2
-8
b) 6+34+9—-10=(+3+9)+(—6—10) = +12—16 = —4
—_———— ~——

+12 —16

Propriedades Estruturais da Adicao

1. Fechamento: a soma de dois nimeros inteiros é sempre um namero inteiro.
+24+6=+8€cZ —4-2=-6€Z

2. Comutativa: a ordem das parcelas ndo altera a soma.
+6 —8=—2
—846=—2

Note que: (+6) + (—8) = (—8) + (+6)

3. Elemento neutro: o nimero zero é o elemento neutro da adigéo.
04+5=5+0=5
0-2=-24+0=-2
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4. Associativa: na adicao de trés numeros inteiros, podemos associar 0os dois primeiros
ou os dois ultimos, sem que isso altere o resultado.
[(+3) + (=1)] +(+4) = +6 =
+2
+3+[(—=1) + (+4)]

+3

5. Elemento simétrico: qualquer nimero inteiro admite um simétrico ou oposto.
(+5) +(=5)=0
(=3)+(+3)=0

Indicacao Simplificada

Podemos dispensar o sinal + da primeira parcela quando esta for positiva, bem como do
resultado.

Exemplo:
a) (+7)+(=9)= T 5= 2
sem sinal + sem sinal +

1.4.2 Subtracao

E uma operagao inversa a da adic&o.
Exemplos:

a) (+8) — (+4) = (+8) + (—4) =8 -4 =4

b) (—6) — (+9) = (—6) + (—9) = —6 — 9 = —15

Para subtrairmos dois numeros inteiros, basta que adicionemos ao primeiro o
oposto do segundo.

Observacao: A subtracao no conjunto Z goza apenas da propriedade do fechamento.

Eliminacao de Parénteses Precedidos de Sinal Negativo

Para facilitar o calculo, eliminamos os parénteses usando o significado do oposto.
Exemplos:

a) —(+8) = —8 (significa:o oposto de +8 & —8)

b) —(—3) = 3 (significa:o oposto de —3 € +3)

Adicao Algébrica
Podemos representar de modo mais simples uma adicao de numeros inteiros. Para isso:

12) Eliminam-se o sinal de + da operagao e os parénteses das parcelas.

29) Escrevem-se as parcelas, uma em seguida a outra, cada qual com o préprio sinal.

Exemplos:
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a) (+5)+ (—8)=5—8=—3

b) (+3)+(—9)+ (+10) =3-9+10=3+10— 99 =4
+13 -

c)6—-10-54+8=6+8-10—5=—1
—— ——

+14 —15

Eliminacao de Parénteses
Vale a pena LEMBRAR!!!

12 caso:
Um paréntese precedido pelo sinal + pode ser eliminado,juntamente com o sinal +

que o precede.

Exemplos:
* +(=5)=-5
c +(+2-3)=2-3=-1

22 caso:
Um paréntese precedido pelo sinal de — pode ser eliminado,juntamente com o sinal

— que o precede, escrevendo-se 0s numeros contidos no seu interior com 0s sinais
trocados.

Exemplos:

« —(+2-3)=-2+3=1

1.4.3 Multiplicacao

e Se os fatores tém o mesmo sinal, o produto € positivo.
Exemplos:

a) (+3).(48) = 24 --> Note que: (+3).(+8) = 3.(+8) = +8 + 8+ 8 = 24

b) (—5).(—4) = 20 --+ Note que: (~5).(—4) = —(5).(—4) = —(—20) = 20
¢ Se os fatores tém sinais diferentes, o produto é negativo.
Exemplos:

a) (+3).(-2)= -6

b) (—5).(+4) = —20
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Quadro de sinais da multiplicacao

1.2 fator | 2.2 fator | Produto
(+) (+) +
(-) (—) +
(+) (=) -
(=) (+) -
SINAIS IGUAIS: o resultado é positivo.
SINAIS DIFERENTES: o resultado é negativo.

+

Multiplicacao de Trés ou Mais Numeros Inteiros

Multiplicamos o primeiro pelo segundo. O produto obtido pelo terceiro e, assim, sucessiva-
mente, até o ultimo fator.
Exemplos:

a) (—5).(+6).(—2) = (=5).(+6) .(—2)

= (~30).(~2) = +60 = 60

b) (=3).(=4).(=5)(=6) = (=3).(—4) . (=5).(=6)

+12 +30

= 12.30 = 360

Propriedades Estruturais da Multiplicacao

1. Fechamento: o produto de dois numeros inteiros é sempre um nuamero inteiro.
(+2).(+6) =+12€Z  (+2).(-6)=-12€ Z

2. Comutativa: a ordem dos fatores nao altera o produto.
(+5).(—4) = =20

(—=4).(+5) = =20

= (+5).(—4) = (—4).(+5)

3.Elemento Neutro: o numero +1 é o elemento neutro da multiplicacao.
(—=10).(+1) = (+1).(—10) = —10

4. Associativa: na multiplicacdo de trés numeros inteiros, podemos associar os dois pri-
meiros ou os dois ultimos, sem que isso altere o resultado.

[(—2).(+6)] .(—10) = 120 = (—2) [(+6).(—10)] = 120

N——— N e’

—~12 —60

5. Distributiva: para multiplicar um nimero inteiro por uma soma algébrica, podemos mul-
tiplicar o numero por cada uma das parcelas e adicionar, a seguir, os resultados obtidos.
(+5).(=3+6) = (+5).(=3) + (+5).(+6) = 15

N J

~~ ~

—15 +30
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1.4.4 Divisao

» Se o dividendo e o divisor tém o mesmo sinal, o quociente é positivo.
Exemplos:

a) (+15): (+3) =5
b) (—36): (—9) =4

» Se o dividendo e o divisor tém sinais diferentes, o quociente é negativo.
Exemplos:

Quadro de sinais da divisao

12 fator | 29 fator | Quociente
(+) (+) +
(-) (-) +
(+) (-) -
(=) (+) -
Observacoes:

» N&o existe a divisdo de um numero inteiro por zero.

» A divisdo nem sempre pode ser realizada no conjunto Z.
Exemplos:

a) (+1): (+3)
b) (—5): (+2)

1.5 As Fracoes

1.5.1 Tipos de Fracoes

Observe as figuras:

3
! 3
A figura acima nos mostra a fragao T na qual o numerador € menor do que o denomina-

dor. Essa fragcdo é chamada de fragao propria.

W= |



14 CAPITULO 1. OPERACOES ELEMENTARES

. . ) Lo .
A figura acima nos mostra a fragao T na qual o numerador € maior que o denominador.
Essa fragdo é chamada fragcao impropria.

/ 16
i = 1 inteiro — = 2 inteiros

4 8

As figuras acima nos mostram fragcées cujo numerador é multiplo do denominador. Essas
fragbes sdo chamadas fracoes aparentes.

1.5.2 Fracoes Equivalentes

— [SCTTENY I SR Y
w|5> =21

, : 1 2 3 6
Observando a figura acima, notamos que 318D representam a mesma parte
da unidade tomada. Verificamos que existem fragdes diferentes que representam a mesma

parte do todo. Assim:

Duas ou mais fragées que representam a mesma parte do todo sdo chamadas
de fracoes equivalentes.

Exemplos:

Sao fragdes equivalentes:

Y
~

Y

[GSIN )
O >

—
[N}

0
Y 87

alw ©le

b) —

—_

Propriedade Fundamental

1. Multiplicando os termos de uma fragéo por um mesmo nuamero natural, diferente de zero,
obtemos uma fragcao equivalente a fracao dada.
Exemplo:

2_%1x2_2
4 2%x2 4

1
2
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1x3
2x3

L3 3

2 6 6

2. Dividindo, quando possivel, os termos de uma fragdo por um mesmo numero natural,
diferente de zero, obtemos uma fracao equivalente a fracao dada.

Exemplo:

2_6 122 6
16 8 162 8
12 3 12+-4 3
_:_—>—:—
16 4 16+-4 4

1.5.3 Simplificacao de Fracoes
Fracao Irredutivel

Quando os termos de uma fragdo s&o primos entre si, diz-se que a fragao é irredutivel.
Exemplos:
Sao fracbes irredutiveis:

3 . ~ - .
a) o note que o numerador 3 e o denominador 5 ndo possuem divisor comum diferente de 1.

7 . ~ . .
b) 10 note que o numerador 7 e o denominador 10 ndo possuem divisor comum diferente de
1.

4 . ~ . .
c) i note que o numerador 4 e o denominador 9 ndo possuem divisor comum diferente de 1.

Processo para Simplificar uma Fracao

Simplificar uma fracao significa obter outra equivalente a fracao dada, cujos termos sejam
primos entre si.

Exemplo:

. e . 48 . . : .
Vamos simplificar a fracao = cujos termos nédo sao primos entre si.

Dividindo-se, sucessivamente, os termos da fragao por um fator comum:

8 48+2 242 1242 63 2
—_— = = = = = = ——2
72 T2-2 36-2 18:2 923 3 ¢

1.5.4 Reducao de Fracoes a um Mesmo Denominador

Sejam as fracoes o 1 e
J GoeS 5 31

014

Pela equivaléncia de fracoes, temos: O _ !
g Goes, 6 123  12°
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E
5 €
|
4

—, —e
127 12

— frac6es com denominadores diferentes

)

ntao:
1
3

<Oy | Ot

o
o] O e

— fragOes equivalentes com 0 mesmo denominador

—

Podemos sempre reduzir duas ou mais fragdes, com denominadores diferentes a um
mesmo denominador. Veja a seguir.

Processo Geral
Exemplo:
. . 2 4
Sejam as fracoes 3 e 5

Vamos multiplicar os termos da primeira fragdo pelo denominador 5 da segunda fracéo e
os termos da segunda pelo denominador 3 da primeira:

Processo Pratico

Essa reducao se torna mais facil quando aplicamos a seguinte regra pratica:

Para se reduzirem duas ou mais frac6es ao menor denominador comum:

12) Calcula-se o MMC dos denominadores das fragdes dadas; esse MMC. sera
0 denominador comum

29) Divide-se o denominador comum pelo de denominador de cada fragao e
multiplica-se o resultado obtido pelo respectivo numerador

Exemplo:

: . 2 4 .
Reduzir as fracbes 3¢5 ao mesmo denominador comum.

MMC(3,5)=15
2 4
3 5
I I
(15+3)x2 (15+5)x4
15 15
\ \
5 X 2 3 x4
15 15
I I
10 12
15 15
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1.6 Operacoes com Fracoes

1.6.1 Adicao Algébrica

12 CASO) As fracoes tem o mesmo denominador

3 2
Seja calcular = + =
J 717

+

T 7T 7 _ _

Quando as fragcées tem o0 mesmo denominador, mantem-se o denominador co-
mum e somam-se ou subtraem-se os numeradores.

Exemplos:

* Calcule as somas algébricas das fracoes:

@2 2 52 T
8 8 8 8
5 11 5-11 -6 3
O i1 1 T17 2

22 CASO) As fracoes tém denominadores diferentes

1 2
Seja calcular: = + =
J 55

DO| =

n

- .. 1 2, . 5
Observando o grafico, vemos que adicionar 3 com R € 0 mesmo que adicionar 1 com 10

ou seja:
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1 2 D 4 9

275 10 10 10

reduzimos ao mesmo denominador

Quando as fragbes tem denominadores diferentes, devemos, em primeiro lugar,
reduzi-las ao mesmo denominador comum para, em seguida, efetuar a adicao
ou a subtracao.

Na pratica, encontramos 0 minimo multiplo comum (MMC) entre os denominadores e pros-

seguimos como nos exemplos

Exemplos:

* Calcule as somas algébricas das fragdes:

2 4
Calculando o MMC(2,4) = 4

2,4 2y
12|32
1,11 4

4+(2)><1+4+(4)><3_2><1+1><3_2+3_5
4 4 4 4 4

MC(2,5) = 10
2,5 2X
15|5 .
1,110
10+(2)x3 10=(5) x4 5x3 2x4 15-8 7

4
;-

ol w
—_

10 10 10 10 10 10
2
mmc(3,1) =3
3+()x(=1) 3+(3)x2 3 2 =5 5
3 3 3 3 3 3
) 3,2 —15+8 -7 7
45 20 20 20
3 3—-10 7
g) - —2=""— _
()5 5 5
(f)1_5+3_6—10+9_5
2 6 4 12 12

1.6.2 Multiplicacao

Para multiplicarmos nameros racionais, procedemos do seguinte modo:

» Multiplicamos os numeradores entre si.
* Multiplicamos os denominadores entre si.

» Aplicamos as regras de sinais da multiplicacdo em Z.
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Exemplos Resolvidos

1. Calcule os produtos:
() (2)-3
2 ()()-5
0 () co-(3) (2)-

d) Quando possivel, aplicamos a técnica do cancelamento.

BIuR
() (3)-() 0
0 ()0)-4

Numeros Inversos

2

19

., . .2 3 . . . A : , o
Os numeros racionais 3 e 5 sdo chamados inversos, pois = x 2 = 1, isto é, quando multiplica-

A

se um numero pelo seu inverso o resultado é 1.

Para se dividir uma fragdo por outra, deve-se multiplicar o dividendo pelo inverso do

divisor.

Ou ainda:

Para se dividir uma fragcao por outra, deve-se manter a primeira fragdo e multiplicar

pelo inverso da segunda fragao

Exemplos

1. Calcule os seguintes quocientes:
0 ():()- () ()2
0 (3)()-(2)+()-
)

oo

0 () (- (9 ()-(3)- (-
2
3f1 12-1 11
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1 1.8 4-2+43 5
M2 4 8_ 8 8 5. (BV_5 (By_ 5 3_ 3
2 —3-2 ~ 5 8 \3)78"\5)78"F "3

3 3 3

1.7 Potenciacao e Radiciacao
1.7.1 Potenciacao
Definicao

Paraa € Ren e N, temos:

a" = b, onde a é a base, n é 0 expoente e b € a poténcia(resultado da operagao).

e ad"=a.aq....qa

n fatores

« a poténcia de expoente 1 é igual a prépria base. (a! = a)
Exemplos:

a) 5! =5
3\'" 3
°) (5) =5
-9\" -9
% <T> Y

d) 0,003 = 0,003

- a poténcia de expoente 0 é igual a 1. (a° = 1)

Exemplos:
a) (-8)° =1
7 0
b) (5) =1
5 0
C) <§) =1
d) 0,011°=1
a1
* a — _n
a

Observacoes: Existem algumas bases e expoentes especiais, tais como,

e 1"=1Vn --»(paratodon)

* 0"=0 Vn>0--»(para todo n maior do que 0)
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* 10" = 1..., seguidos de n zeros
Numeros representados genericamente na forma: N x 10™ (N € um numero inteiro de 1
a 9) sdo numeros escritos em notagao cientifica.
Exemplos: Escreva na forma de notagéo cientifica:
a) 136,5 = 1,365 x 102
b) 0,000847 = 8,47 x 1074
Note que o expoente da base 10 é o deslocamento da virgula para direita ou para es-
querda.

* Quando o expoente € par, a poténcia sera sempre positiva:
2?" >0, V 2 € R Exemplos:

a) (+2)* = (+2).(+2).(+2).(+2) = 16
b) (—2)* = (=2).(=2).(—2).(~2) = 16

» Quando o expoente é impar, a poténcia tera como sinal, 0 mesmo sinal da base.
Exemplos:

a) (+3)° = (+3).
b) (-3)° = (-3).

1.7.2 Raiz Quadrada de Numeros Racionais

Pela definicao de raiz quadrada, ja estudada, temos:
Vo= pois (2) =
9 3 pol 9
2
Entao: \/7 \/_ =

Para se extralr a raiz quadrada de uma fracao, extrai-se a raiz quadrada do nu-
merador e a raiz quadrada do denominador.

Exemplos:
1. Encontre a raiz quadrada dos seguintes nimeros racionais positivos:

1 1
(a) 9 +§

36 6
(b) % =1z

2. Os numeros racionais negativos nao possuem raiz quadrada no conjunto Q:

1
(@) —§ =£Q
36
(b) o5 =£Q
4 Lo 2 4 V42
: ' —éond —. | S\ 5r T = T =
3. Araiz quadrada de 55 € 0 ndmero positivo +z ndica-se 95 55 5

4. A raiz quadrada de 0,36 é o nimero positivo +0,6. Indica-se: /0,36 = /-5 = & = 0,6.
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1.8 Expressoes Numeéricas
As expressdes numéricas devem ser resolvidas obedecendo a seguinte ordem de operacoes:
12) Potenciagao e radiciacdo;
22) Multiplicagao e divisao;
392) Adicéo e subtracao.
Nessas operagdes sao realizados:
192) parénteses ( );
22) colchetes|[ |;
39) chaves { }.
Exemplos:

Calcular o valor das expressdes numéricas:

a) (—=5)*.(=2) + (+6)* =
= (+25).(=2) + (+36)
= (—50) + (+36)

—50 4 36

—14

b) (—5)%+ \\3@ —[(+20)+5(—4) +3] =
—254+3—[-5+3
=25+3—[-2]
=254+3+2
=30

(2 ()]

1
c_
)5+

\
+

N Wl — W~ W~ Wl

+

+
\*N‘QH/\HAI

w NO| —r

Ha‘
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1.9 Radiciacao

1.9.1 Definicao

Paraa,b € Ren € N*, temos:

{L/B — @, onde a é a raiz, b é o radicando, n é o indice e va € o radical.
Assim, Vb =a < a" = b.
Quando o indice é 2, usualmente nao se escreve o indice.

Exemplo: vb = /b

Radicais de indice 1 podem, as vezes, ser escritos e representam o proprio radicando. O
indice 1 € o mesmo que o0 expoente 1 na potenciacao.
Exemplo: vb=1b

1.9.2 Raiz de Um Numero Real

* Se b > 0enéparouimpar
Nesse caso a raiz a« sempre serd um numero real positivo ou nulo.
Observe os exemplos:

a) V25 =5<=5>=25

b) {5 =3 (1) =45

* Seb<0enépar
Nesse caso, ndo existe a raiz a, ou seja ndo existe raiz de indice par de um numero
negativo:
V-4 ¢ R
Pois ndo ha numero real que elevado ao quadrado reproduza o numero —4.
Do mesmo modo:

v—16¢ Re /—100 ¢ R

* Seb<0enéimpar
Nesse caso, a raiz a sempre serd um numero real negativo.
Observe alguns exemplos:

a) vV-32=-2<= (-2)°=-32
b) /=1m = —1% < (-%)° = ~wm

1.9.3 Propriedades da Radiciacao

1. (¥/b)» =1
2. a-Vb="a-b
3. =5 b#0
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Exemplos:
Utilizando as propriedades da radiciacao, calcule as seguintes raizes:

a) (V4?2 =22 =4
b) V8-v2=v8-2=V16=4

C)% 557’
d) VV5=+5

e) (V9)?= V92 =81

f) ¥/10¢ Dividindo o indice e o expoente pelo fator comum 6 obtemos:

YA = Y10 = V/ID

1.9.4 Simplificacao de Radicais

A simplificacdo de radicais pode ser feita utilizando as propriedades das poténcias e dos
radicais, que depende do indice do radical e dos expoentes dos radicandos. Vamos examinar
dois casos.

12 Caso: indice e o Expoente do Radicando Admitem um Fator Comum

« Simplificar o radical v/27b3.
Neste caso, o indice e o0 expoente do radicando admitem um fator comum. Dividindo-se
o indice do radical e o0 expoente do radicando pelo fator comum 3, temos::

V2108 = V/33° = /(3 b)% =

« Simplificar o radical: v/aS - b2
Vab - b2 = /(a%)2 = *3/(a3h)2+2 = V/a3b

2° Caso: Alguns Fatores Admitem Fator Comum com o indice do Radical

« Simplificar o radical v/a® - z.
Neste caso, apenas alguns fatores do radicando admitem fator comum com o indice do
radical.
Transformando o radical dado num produto de radicais, temos:

Vab - x = /ab - Iz
ou
3+3/a6+3 X \5/5 — a2\3/5

» Simplificar o radical v a?b
Va2h = Va2 /b = av/b

CUIDADO! Isso & importante saber.

\/n2 2
\/% Zi Z J_r Z } pois (a® + b*) e (a® — b*) ndo sdo quadrados de (a +b) e (a — b), respecti-

vamente.
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1.9.5 Poténcia com Expoente Racional

Sendo p € Z, n € N*, temos:

i)aeéﬁiéa%: v apP

ya
i) 0= 0= OZ =0paraZ >0
0= n&o é defininido para £ < 0
P s s
a» nem sempre € real se n € par
iii) a e ¥* = v, p” P
a» = /aP se n é impar

Todas as propriedades da potenciacdo com expoente inteiro sdo validas para expoente
fracionario.

Exemplos:

1) Escrever, se possivel as seguintes poténcias na forma de radical:

a) (—4)7=v—4¢R

b) a3 = Va® = Vad - a® = aVa®
c) mTi = v

)

2) Escrever sob a forma de poténcia com expoente fracionario:

a) \7="z
R N
3 _

C) é/—a—gz?)'a %
Isso & amplamente usado no Calculo

1.9.6 Insercao de um Fator no Radical

As vezes, convém introduzir um fator no radical; ja vimos as propriedades que permitem essa
operagéao. Basta, entdo, observar:
Como Va2b = av/b, entdo av/b = v/a2b.
Também /2ty = 22, /y, entdo 2% /y = \/z* - y e dai:
Quando se introduz um fator no radical, basta multiplicar o expoente desse fator
pelo indice do radical.

1.9.7 Reducio ao Mesmo indice

Sejam os radicais /a e v a?.
Pela propriedade +/a™ = "{/a™P das operacdes com radicais, temos:

Ya= Va3 = Vad
Y@ = @ = Y

> Sao radicais de mesmo indice
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Na pratica, procede-se da seguinte forma:
12) Determina-se o m.m.c dos indices, para se obter um indice comum.

22 Divide-se o indice comum pelo indice de cada radical, multiplicando-se o quociente obtido
em cada caso pelo expoente do radicando.

Exemplo:
Reduza os radicais ao mesmo indice:

« Ya,\ab, v2a3
Note que:
— /a tem indice 3
— Vab tem indice 2
— V243 tem indice 4
Temos que obter o indice comum: m.m.c(3,2,4) = 12
at, ¥/(ab)e, /(20
ou Va*, ¥abbb, V/8a

1.9.8 Operacoes com Radicais
Adicao e Subtracao

Vamos efetuar a operacédo 2v/3 + 5v/3 — 3v/3.

Esta operacao apresenta a reducao de radicais semelhantes. Dizemos, entado, que:
Dois ou mais radicais sdao semelhantes quando possuem o mesmo indice e o
mesmo radicando.

Assim, para efetuarmos a adicao e a subtracdo de radicais, basta reduzir a um s6 radical
e efetuar a soma algébrica dos fatores externos ao radical.
Entao:

2W3+5vV3-3V3=(24+5-3)V3=4/3
Exemplos:
a) V2+TvV2-3v2+2V2=(1+7-3+2)V2=T7V2
b) 2v/5+ V5 —-6V5=(2+1-6)v5=-3V5
) 3V2+V5-vV2+4V5

Efetuando a reducao dos termos que sao semelhantes, temos:

3WV2+VE— V2445 = (3—1V2+ (1+4)V5=2V2+5/5
d) V12 — 50 — V3 +6v2

Neste caso, nao existem, aparentemente, radicais semelhantes. Entretanto, decom-
pondo os radicandos em fatores primos e simplificando-os, temos:
12=2%.3e50=5%-2

Entao:

V12— V60— V3 +6v2 =

— V22 3-V52 . 2—/346v2=

=2V/3-5v2—-V3+6v2=

=V3+V2
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Multiplicacao

Para efetuarmos a multiplicagéo de radicais, usaremos a propriedade:
Ja- Vb= a-b

Vamos distinguir, a seguir, dois casos.

12 Caso: Os indices Sao Iguais
Basta utilizar a relacao acima.
Exemplos:

a) V3-V/5-vV6=v3-5-6=+/90=1+32-2-5=310
b) Va-Va> = Va-a> = Vb = a?

c) (VB+V3) - (vV5—+V3)
Lembrando que: (a +b) - (a —b) =a" — b?
Entao:

(VB) ~ (v3)' =5 -3 =2

22 Caso: Os indices Siao Diferentes
Neste caso, basta reduzir os radicais ao mesmo indice.
Exemplos:

a) V3-v3=V32. V3 =V3
b) \"/5~\3/5-\/5:{)/5-W-%:\6/a-a2-a3:W:a
c) Vab - vVa3h? = Va3b3 - Vadb? = Va3 - b3 - a® - b2 = vaSb® = av/b®

Divisao de Radicais

Para efetuarmos a divisdo de radicais, procedemos da mesma maneira que na multiplicacao,
usando agora a seguinte propriedade:

L= /Fou a+Vb=3/axD

Exemplos:
a) Va© + V& = VT T @ = Vi = a?
b) Va® + Va2

Reduzindo os radicais ao mesmo indice, temos:

Val® = Vat +~ Va ~a* = Vo'l = a Ya
c) vVad = {a

Reduzindo os radicais ao mesmo indice, temos:

Vad + Vat = Vo ~at = Vb

Potenciacao de Radicais

Seja a potencia (/a)” .
Pela definicdo de potenciacao, temos:

p fatores




28 CAPITULO 1. OPERACOES ELEMENTARES

Pela propriedade: /a - /b = V/a - b, temos:

Va-Ja-..-Ya=fa-a- .. -a=aP
~———
p fatores
Portanto:
(V)" = Var

Para elevar um radical a um dado expoente, basta elevar o radicando aquele expo-
ente.

Exemplos:
a) (2\/x_y)3 =25\ /(zy)® =8 /23y = 8xy./TY
2
a CL2 2 a2
o) (3/2) =g/(&) =5 2-2

Radiciacao de Radicais

Vamos demonstrar que {/¥/a = "¥/a.
12 membro:{/ V/a

Elevando ao expoente n - p, temos:

() = ()| 1o =
22 membro: "¥/a

Elevando ao expoente n - p, temos:
n-p a])n.p = Q

(6 -

"a)"" =a
Esta é uma igualdade entre duas poténcias de mesmo expoente. Portanto:
/fa = "y/a
Exemplos:
a) [V = =
b) Vavb

Neste caso, é necessario introduzir os termos sob o radical mais interno:

Vb = Vah = *Yah = V/ah

1.9.9 Racionalizacao de Denominadores

Quando temos uma expressao fracionaria com denominador irracional (como \/lg, ﬁ) e

costume simplificar a expressao tornando o denominador RACIONAL. Para isso, devemos
multiplicar o numerador e o denominador pelo fator racionalizante do denominador.
Examinaremos os casos mais frequentes através de exemplos:
12 Exemplo:
Racionalizar o denominador da fragao \1/—%
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Para obter uma fracao equivalente a essa com denominador racional, basta multiplicar o
numerador e o denominador pelo fator racionalizante v/2.
Assim:

V2 V22 V22

10 _ 1042 _ 10v2 _ 10v2 __
=102 =52

22 Exemplo: Racionalizar o denominador de %

O fator racionalizante é /531 =+/52. Assim:

4 4VE2 _ a¥E? _ aVE? _ a¥E?
VB V5V Vs52 0 BB
OBSERVACAO:
Sempre que o denominador da fragcao for da forma +/a?, o fator racionalizante sera v a"»,

pois /ar - Va" P = {/a" = a.

32 Exemplo: Racionalizar o denominador de ﬁ%ﬁ
Como sabemos que (a+b)-(a—b) = a®>—b?, entdo o fator racionalizante é v/3++/2. Assim:

3 3-(v3+Vv?2) _ 3(VB+V2)  3(VBHV2) . 3(VBHV2) o
V3-V2 T (VB-V2)(VB+V2) T (V3)2-(v2)?2  3-2 1 =3 <\/§+ \/5)

42 Exemplo: Racionalizar o denominador de 4+5\/5.

O fator racionalizante é 4 — /6 ou seja, o conjugado do denominador 4 + /6. Assim:

5 54=V6)  _ 5:(4=v6) _ 5(4—V6) _ 5(4-v6) _ 4-6
2

46 (416)-(4—v6)  £2-(v6)2 166 10




Capitulo 2

Conjuntos e Intervalos Numéricos

2.1 Conjuntos Numéricos

2.1.1 Conjunto N dos Numeros Naturais

O conjunto dos numeros naturais € representado pela letra N:
N ={1,2,3,4,5,6,...}
Observacoes:

 Alguns livros e autores de Matematica definem o conjunto dos numeros naturais inici-
ando com o zero (0).

» Os numeros naturais formam uma sequéncia que "ndo tem fim", ou seja, existem infi-
nitos numeros naturais. Usamos reticéncias para indicar esse fato.

2.1.2 Conjunto Z Numeros Inteiros

Z=A.,-2,—-1,0,4+1,42,+43,...}

Subconjuntos de Z

* NUmeros inteiros diferentes de zero
Z—-{0}y=7*={.,-2,—1,+1,42,+3, ...}

* Numeros inteiros ndo negativos
Zy ={0,+1,42,43,...}

* Numeros inteiros nao positivos
Z_={0,-1,-2,-3,..}

* Numeros inteiros positivos
Zh ={+1,42,+3,...}

* Numeros inteiros negativos
7t ={-1,-2,-3,..}

30
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2.1.3 Conjunto Q dos Numeros Racionais

, . . . . a
Numero racional é todo nimero que pode ser escrito na forma 5 onde:

* a e b sao numeros inteiros;

cb#£0

Numeros Racionais Positivos e Negativos

Entao, sao nimeros racionais:

Os numeros intei- | Os numeros intei- | Os numeros fracio- | Os numeros fracio-
ros positivos: ros negativos: narios positivos: narios negativos:
Exemplos: Exemplos: Exemplos: Exemplos:
1=lea=" 1= lea-|le? Lol
1 1 1 2 4 2 4
2
1
Observacao: O numero 0 também é racional pois 0 = %
Os numeros 1, 2, 3, 4, % %, % ? sdo chamados numeros racionais positivos.

; 1 3 2 10 - , . .
Os numeros —1, 5 0 B T3 sdo chamados numeros racionais

negativos.

_27 _37 _47

Numeros Decimais

Um numero racional também pode ser representado por um numero decimal exato ou perié-
dico.
Exemplos:

7
a) - = 3,5 --» divide-se o numerador pelo denominador da fragdo e obtém-se o nimero na forma

decimal.

O
N—

|

(G2

Il

|
o
o

c) - =0,333...

d) - =0,444...

N Ol Wl
w

e) — = 0232323...
) 99
Os itens ¢, d e e sdo chamados de dizimas periddicas e podem ser representados ainda
por: 0,3; 0,4 e 0,23 respectivamente.
Representacao Geométrica dos Numeros Racionais

Observe que os numeros inteiros e racionais podem ser representados por pontos de uma
reta.

Sl ]
Rlwe
(S
Wl g
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» Os pontos que estao a direita do zero chamam-se positivos.
Os pontos negativos estao a esquerda do zero.

» Dados dois numeros quaisquer, o0 que estd mais a direita € o maior deles, e o que esta
mais a esquerda, 0 menor deles.

Exemplos:

a) +2 > —3 --» (+2 esta a direita de —3).

b) —2 < +1 --» (—2 esta & esquerda de +1).

C) 3 ) ! _3 ta 3 dad !
—_—— ____) p— r —).
5 5 ( 2esaaesque a e5)

5 5 5 is o 5
d) 3 > 5 (§ esta 3 direita de —5).

2.1.4 Conjunto I dos Numeros Irracionais

Assim como existem numeros decimais que podem ser escritos como fracées com numerador
e denominador inteiro - 0s numeros racionais que acabamos de estudar -, ha os que nao ad-
mitem tal representacédo. Trata-se dos niumeros decimais que possuem representacao infinita
nao periédica.

Vejamos alguns exemplos

* O numero 0,21211211121111... nao é dizima periddica, pois os algarismos apdsa vir-
gula ndo repetem periodicamente.

* O nimero 1,203040... também nao comporta representacao fracionaria, pois nao é
dizima periddica.

« Os nimeros 2 = 1,4142135..., /3 = 1,7320508... e m = 3,141592..., por ndo apresen-
tarem representacao infinita periddica, também ndo sdo numeros racionais. Lembre-se
de que o numero w representa 0 quociente entre a medida do comprimento de uma
circunferéncia e a medida do seu diametro.

Um ndmero cuja representagao decimal infinita € nao periodica é chamado namero irracio-
nal,e o conjunto desses numeros é representado por 1. A representagdo decimal do nimero
V2, apresentada anteriormente, ndo garante, aparentemante, que /2 seja irracional.

2.1.5 Conjunto R dos Numeros Reais

O conjunto formado pela reunidao do conjunto dos ndimeros racionais com o0 conjunto dos
numeros irracionais é chamado conjunto dos numeors reais e é representado por R.
Assim, temos:

R=QUI sendoQNI=10

Temos: NCZCQCRelICR
Observe: T=R - Q
Além desses (N,Z,Q e 1), o conjunto dos numeros reais apresenta outros subconjuntos impor-
tantes:
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+ O conjunto dos numeros reais ndo nulos: R* = {z € R|z # 0} =R — {0}

» O conjunto dos numeros reais néo negativos: R, = {z € R|z > 0}

+ O conjuto dos numeros reais positivos: RY = {z € R|z > 0}

+ O conjunto dos numeros reais nédo positivos: R_ = {z € R|z < 0}

+ O conjunto dos numeros reais negativos: R* = {z € R|z < 0}

2.2 Intervalos Numeér

icos

33

No conjunto dos numeros reais podemos estabelecer subconjuntos denominados intervalos.
Considere dois numeros reaisa e b (a < b), localizados na reta. Assim temos:

2.2.1 Intervalo Aberto
Chamamos de intervalo aberto o conjunto de numeros reais entre a e b, excluindo estes dois
extremos:
Representacdo geométrica Notacgao de conjunto Notacao de intervalo
[e, O
a b {r eR/a <z <b} la,b[ ou (a,b)
2.2.2 Intervalo Fechado

Chamamos de intervalo fechado o conjunto de niumeros reais entre a e b, incluindo estes dois

extremos:

Representacdo geométrica

Notacao de conjunto

Notagéao de intervalo

a ]

{r eR/a <z <b}

[a, ]

2.2.3

Intervalos Semi-Abertos

Chamamos de intervalo aberto a direita e fechado a esquerda o conjunto dos numeros reais
entre a e b, incluindo a e excluindo b:

Representacdo geométrica

Notacgao de conjunto

Notacao de intervalo

O
a b

{r eR/a <z <b}

[a,b] ou [a,b)

Chamamos de intervalo fechado a direita e aberto a esquerda o conjunto dos numeros

reais entre a e b, excluindo a e inc

luindo b:

Representacdo geométrica

Notacgao de conjunto

Notacao de intervalo

O
h

{r eR/a <z <b}

la, b] ou (a, b
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2.2.4 Intervalos Infinitos

Os seguintes intervalos sdo chamados intervalos infinitos:

Representacdo geométrica Notacao de conjunto \ Notacao de intervalo \
o >
a {r e R/x > a} la, +o0[ OU Ja, +00)
a - {z eR/z > a} [a, +-00[ oU [a, +00)
Representacdo geométrica Notacao de conjunto \ Notacao de intervalo \
-% O
b {r e R/x < b} |—00,b[ ou (—o0,b)
B ) (r eR/z < b} |—00,b] 0U (—00, ]

Os simbolos +oco (mais infinito) e —oo (Mmenos infinito) ndo representam, nenhum numero
real. O conjunto dos numeros reais pode ser representado como um intervalo aberto:
R = |—00, +o0[ = (—00, +0)
E seus subconjuntos R ,R_,R% e R* como intervalos semi-abertos:
R = [0, 00[= [0, 4+00)

R_ =] — 00,0] = (—00, 0]
R =]0, +00[=]0, +00)
R* =] — 00,0[= (—00,0]

2.2.5 Operacoes com Intervalos

Exemplos:

1. SejaA={reR2<xr<5}eB={reR3 <z <8}, determinar:

ANB AUB
2 5 2 X
3 8 3 8
3 5 2 3
ANB={zeR3 <z <5} =35 AUB={zeR2<z <8} =238

2. Seja A=|—1,4] e B =] — o0, 2], determinar:
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ANB AUB |

N

ANB={zeR|-1<z<2}=]-1,2] | AUB={z e Rz <4} =] —00,4]

2.3 Funcoes

2.3.1 Definicao:

Dados A e B dois conjuntos néo vazios, dizemos que a relagédo f de A em B é uma funcao
de A em B quando a cada elemento x do conjunto A esta associado um e s6 um elemento y
do conjunto B.

Exemplos:

1. E funcdo:

f1 € uma funcao porque todos os elementos de A tém um Unico correspondente em B.

2. E funcdo:

f2 € uma funcao porque todos os elementos de A tém um Unico correspondente em B

3. Nao é funcao:
A B

G

=

f3 ndo é uma funcéo porque —2 € A e nao tém correspondente em B.

4. Nao é funcao:
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f4 nao é uma funcao porque os elementos 16 e 4 pertencentes ao conjunto A tém dois
correspondentes em B.
Exercicio Resolvido

Verifique quais dos diagramas de setas representam funcdode A = {1,2,3}em B = {—1, 3,4}.
Justifique.

a) b)
A B
f f,
— —
A
c)
A B
1r3
‘i
—
Solucao:

a) f1 nao é funcao porque o elemento 3 do conjunto A ndo tem correspondente em B.
b) f> é funcdo porque cada elemento de A tem um Unico correspondente em B.

c) f3 ndo € uma fungao porque o elemento 1 do conjunto A tem mais de um correspondente
em B.

d) f4 € funcéo porque todos os elementos de A tém um Unico correspondente em B.

2.3.2 Notacao e Valor Numérico

Notacao: Podemos escrever uma funcao f : A — B através de duas variaveis: uma indepen-
dente e outra dependente.
Exemplos:

e y=32%+ 4z ou f(r) = 32* + 4 = x independente e y dependente

« V=23 - 3touw(t) =2t* — 2t = tindependente e V dependente

Valor Numérico de uma fungao é o valor da variavel dependente quando atribuimos um valor
a variavel independente.

Exemplo: Dada a fungdo f : R — R definida por f(x) = 2* — z, determine:

) =2 -2) =6
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* f(=2)=(-2°~(-2)=-6
s f)+f(-) =P —-14(-13-(-1)=0+0=0

2.3.3 Dominio, Imagem e Contradominio de uma Funcao
Sejaafuncédo f: A — B.

a) Chamamos de dominio da fungao f(D(f)) o conjunto formado pelos primeiros elemen-
tos dos pares ordenados (z,y) pertencentes a f. Assim, pela definicdo, D(f) = A.

b) Chamamos de imagem da funcédo f(Im(f)) o conjunto formado pelos segundos ele-
mentos dos pares ordenados (z,y) pertencentes a f.

¢) Chamamos de contradominio da fungéo f(C'D(f)) o conjunto B: CD(f) = B.

Vejamos um exemplo, Dados os conjuntos A = {—-2,-1,0,1} e B = {-2,-1,0,1,2,3} e a
funcdo f : A — B definida por f(z) = = + 1, temos:

e =il 7@
—2 f(—Q) =—-2+1 -1
—1 f(—l) =—-1+1 0
0 f(O) =0+1 1
1 f(l) =1+1
f:{A(_Z’_1)7(_1v0)’(071)7(1v2)}
| |
J

D(f)y=A={-2,-1,0,1}
Im(f)={-1,0,1,2}
CD(f)=B={-2,—-1,0,1,2,3}
Observagao: Decorre da definigdo que Im(f) € CD(f) ou
Im(f) C B.

Exercicios Resolvidos

1. Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e B={-1,0,1,2} e afungéo f : A — B definida por
f(x) = z* — 3z + 1, determine:

a) Im(f)

b) diagrama de setas da fungao
c) D(f) e CD(f)

Solucao:

rly=a*—-3z+1 y
0ly=02=-3-0+1| 1
1y=12-3-14+1] -1
2 [y=22-3.2+1] -1
3|ly=32-3-3+1 1
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a) Im(f) ={-1,1}, pois séo valores de y.
b) Diagrama de setas da funcéo:
A B

c) D(f)=A=1{0,1,2,3 e CD(f) = B={-1,0,1,2}

] Os exercicios 2, 3, 4 e 5 sdo importantes no estudo de Calculo. \

2. Determine o dominio da fungao real f(z) = -2

Solucao: "

A restricao refere-se ao denominador, pois ele deve ser diferente de 0, ou seja:
r—2#0=x #2

Entdo, D(f) = {z e R|z # 2} =R — {2}.

3. Determine o dominio da fung¢éo real f(z) = /3 — x.
Solucao:
V3 — x s0 existe em R se:
3—z>0=—-—2>-3=0<3
Logo, D(f) = {z € R|z < 3}.

4. Qual o dominio da fungdo real f(x) = ;15 + 25 + v —27?
Solucao:
Devemos ter simultaneamente:
r—3#0=x+#3
r—1>0=2x>1
r—2>20=>2>2
Efetuando a interseccdo das condicdes, temos:

1 2 3
X3 -

x=1

x=>2

l l I
| | |
& | !
\ | i
J | |
1 i |
[ | |
| | |
| |
Intersecgéo | l | >

Logo, D(f) ={r € Rlz >2ex # 3}

5. Qual o dominio da fungao real f(z) = 2% + 5z
Solucao:
Como a expressao da funcao aceita qualquer valor para variavel x, ela ndo tem nenhuma
restricdo, logo o dominio serd o maior conjunto possivel,isto é: f: R — R, D(f) =R

2.3.4 Funcao Crescente e Funcao Decrescente

Uma funcdo y = f(z), de A em B, é crescente em um intervalo [a,b] C A se, e somente se,
para quaisquer x; e x» pertencentes ao intervalo [a, b] temos:
Ty > 11 = f(12) >

f(x1)
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y = flx)
|
[ )| S

|
I
I
|
| *
1 -
!

Uma fungédo y = f(x), de A em B, é decrescente em um intervalo [a,b] C A se, e somente se,
para quaisquer x; € x, pertencentes esse intervalo temos:

Ty > 11 = flrg) <

f(xl)

Hryq)
flz2)
y=f()

£

Exemplo:
Na fungéo f(z) representada no grafico abaixo, observe que f(z) é decrescente no intervalo
(—o0, 0] e crescente no intervalo [0, +00).

Y

N2

Exercicios Resolvidos

1. As fungdes reais f(x) e g(x) estao representadas por seus graficos. Analise-os e indique
em que intervalos elas sao crescentes ou decrescentes.

¥
¥

Solucao:

f(z) é crescente em [1,00) porque, para quaisquer z, > x; pertencentes a esse inter-
valo, f(xz2) > f(z1) e decrescente em |0, 1] porque, para quaisquer z, > z; pertencentes
a esse intervalo, f(za) < f(z1);
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g(x) é crescente em [—2, 0], pois nesse intervalo quaisquer xs > 1 = g(z2) > g(x1);
g(x) é crescente em [2, 4], pois nesse intervalo quaisquer x5, > z1 = g(x2) > g(x1);

g(x) é decrescente em [—4, —2], pois nesse intervalo quaisquer z, > 1 = g(x2) < g(z1);
g(x) é decrescente em [0, 2], pois nesse intervalo quaisquer z, > x1 = g(x2) < g(z1);

2. Determine em que intervalos as fungdes representadas pelos graficos a seguir sdo cres-
centes ou decrescentes:

y

1 0 i I
m m 7
"2 2 |

a) hiz)
Solucao:
h(x) é crescente em [—7, 0] e decrescente em [0, ).
—4 —i‘J 2 —‘1
b)
Solucao:
i(x) é crescente em [—3, —1] e [2,+00) e decrescente em (—o0, 3] e [1, 2].
c)
Solucao:
2
., T
.](:U> - $2 -1

j(x) é crescenteem | — oo, —1[ e | — 1,0] e decrescente em [0, 1] e |1, +o0].
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Observacao: —1 e 1 ndo estdo incluidos nos intervalos, pois ndo pertencem ao
dominio da funcgéo j(x).



Capitulo 3

Expressoes e Funcoes Polinomiais de 1°
Grau

3.1 Equacao

\ Chama-se equacao toda sentenga matematica aberta expressa por uma igualdade. \

Exemplos:
Sao equacdes: | Nao sao equacdes:
r—2=3 32+1=10
xr+y=4 z2#9
20 =12 r—4<7
Como toda equacao € uma igualdade, temos:
or + 3 = 9+ 3z
N—— N——
\J \J
12 membro 2° membro

3.1.1 Variavel ou Incégnita de uma Equacao de 12 Grau
* A equacao x — 2 = 5 tem um elemento desconhecido expresso pela letra x.

* A equacao x + y = 10 tem dois elementos desconhecidos expressos pelas letras x € y.

O elemento ou os elementos desconhecidos de uma equagéo sdo chamados va-
riaveis ou incognitas.

» O grau de uma equacéao é dado através do expoente da incégnita, por exemplo, quando
a incognita é x, € como se tivéssemos z!, por isso a eqaucdo é chamada de 1° grau.

* As variaveis ou incégnitas sdo normalmente expressas por letras.

* Uma equacéao pode ter uma, duas, trés, ... variaveis.

3.1.2 Conjunto-Universo, Conjunto-Solucao e Raiz de uma Equacao

Representamos por U, o conjunto-universo e por S, o conjunto-solucdo de uma equacgao. Ja
a raiz é o valor da incégnita que torna a igualdade verdadeira.

42
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Exemplo:
Determinar o elemento do conjunto N que torna verdadeira a equagéo = + 1 = 4.
Esse elemento é o nimero 3, pois (3) + 1 = 4.

» N é chamado conjunto-universo da equacao.
» {3} é chamado conjunto-solucao da equacao.
* O numero 3 é chamado raiz da equacao.

Entao:
Equacao: x +1 =4
U=N
S = {3} — o numero 3 é a raiz da equagao.
Conjunto-Universo(U) é o conjunto de todos os valores da variavel.

Conjunto-Solucao(S) € o conjunto dos valores de U, que tornam verdadeira a
equagao.

Raiz é o elemento do conjunto-solug¢éao da equacao.

Observe agora, a importancia do conjunto-universo.

Equagéo: x — % =0 Equagéo: x — % =0
U=Q U=17Z
S ={3} S=@ pois £

O conjunto-solucao de uma equacao depende do conjunto-universo dado.

3.1.3 Equacoes Equivalentes

Nas equacdes seguintes, considere U = Q.

Equacao:

r+4=9

r=9—4

r=25

S = {5}

As equacbes x+4 =9, x =9 — 4 e x = 5 tem 0 mesmo conjunto-solucao.

Duas ou mais equagdes que tém o mesmo conjunto-solugdo sdo chamadas de
equacoes equivalentes.

3.1.4 Principios de Equivaléncia das Equacoes

Principio Aditivo

Podemos somar ou subtrair um mesmo numero aos dois membros de uma igual-
dade, obtendo uma sentenca equivalente.

1) Seja aequacédo x — 2 = 6.
Somamos 2 aos dois membros da equacao:
rT—2+2=06+2
r—2+2=6+2
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r=6+2, onde S = {8}
De modo pratico:
r—2=06<=1r=6+2
logo, = =28

2) Sejaaequagao x + 5 =S8.
Subtraimos 5 aos dois membros da equacao.
r+5 —-5=8 -5
r+3—-p=8-5
r=8—05, onde S = {3}
De modo pratico:
r+5=84<=1r=8-5
logo, = =3

OBS: Em uma equacéo, utilizando-se o principio aditivo, pode-se passar um termo
de um membro para outro, desde que se troque o sinal desse termo. A nova equa-
céo obtida € equivalente a equacéo dada.

Principio Multiplicativo

Podemos multiplicar ou dividir ambos os membros de uma igualdade por um nu-
mero diferente de zero, obtendo uma sentenga equivalente.

1) Seja a equacgao 2z = 10.
Dividimos os dois membros da equagéo pelo coeficiente 2.

2x_10
2 2
lx =5

r =5,0onde S = {5}
De modo pratico:

2¢ =10
10
r=—
2
r = 5.

OBS: Pelo principio multiplicativo, pode-se dividir os dois membros por um mesmo
namero, diferente de zero. A nova equacéao obtida é equivalente a equacao dada.

2) Seja a equacao % = 2.
Multiplicamos os dois membros da equacao por 5.
-5=2-5

B =10

=8 Ol R

x = 10,

De modo pratico:
To9

2-5
10.

8 Ko
I
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OBS: Pelo principio multiplicativo, pode-se multiplicar os dois membros por um
mesmo numero, diferente de zero.

3)Se'aaeuzatélongr1—‘%Jr9
jaaequacao 15+ 15 ~ 10 T 10

De modo pratico:

3z 1 T 9
J(—G+/](—g:/1/—0,+/1/—0,<:>3$+1=$+9
3r—x=9-1
20 =8

8
=5

x =4, logo S={4}

OBS: Quando todos os termos de uma equacao tém o mesmo denominador, este
pode ser cancelado. A nova equacao € equivalente a equacao dada.

3.1.5 Resolucao de uma Equacao
» Resolver uma equagéo significa determinar o seu conjunto-solugéo.

» Para resolver uma equacgao, deve-se determinar a equagao elementar equivalente a
equacao dada.

Exemplos:

1) Resolver a equacéo 2x = 16, sendo U = Q.

2x = 16
x:E:8
Logo, S = {8}

2) Resolver a equagédo —2x = 8, sendo U = Q.
—2z = 8 — neste caso podemos multiplicar a equagéo por (—1) pois o coeficiente que
acompanha o x & negativo.entdo:
(—1). — 2z =8.(-1)

20 = —8

-8
r=—=-4

2
Logo, S = {—4}

3) Resolver a equacéo 2z + 1 = 13, sendo U = Q.

2c+1=13
20 =13 —1
20 =12

12
r=—==0

2
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Logo, S = {6}

4) Resolver a equagdo 5(x —2) —3(x+ 1) =x —4,sendo U = Q.
5(r—2)—3(z+1)=x—4

5r—10—3x—-—3=x2—-4
5r —3r—x=-4+10+3
r=09.
Logo, S = {9}
1 -2 1 3
5) F{esolvergcJr +x3 :E_xz , sendo U = Q.
x+1+x—2_1 z+3
2 3 2 4

m.m.c(2,3,2,4) = 12

6(z+1)  4(x-2) 6 3(x+3)

12 12 12 12 7

cancelando o denominador comum, temos:

6(z+1) 4x—-2) 6 3(z+3)

J TS R T ST
6(z+1)+4(z —2) =6 —3(z +3)

6r +6+4r —8=6—-3x—9
6r +4r+3xr=6—-9—-6+38

13z = -1

1
13
Logo, S = {—;

Tr =

3.1.6 Casos Particulares
Na resolugédo de uma equacao do 1¢ grau existem 3 possibilidades:
i) A equacdo ter uma unica solucao, o que aconteceu em todos os exemplos anteriores.

i) A equacgao nao ter solugao, sendo chamada entdo de impossivel.
Exemplo: Resolver a equacao 5x — 6 = 5z no conjunto Q.
5r — 6 = b
5 —br =6
0r =26
Nao ha niumero que multiplicado por 0 resulte em 6. Entao, a equagao € impossivel no
conjunto Q.
Logo, S=o

ili) A equagéo ter infinitas solugdes, sendo chamada entédo de identidade.
Exemplo: Resolver a equacdo 2x + 5 — 1 =4 + 2z, sendo U = Q.



3.2. SISTEMAS DE EQUACOES DE 12 GRAU 47

20 +5—1=4+2x

20 —2r=4—-5+1

02z = 0 Qualquer numero racional multiplicado por 0 da 0,logo a equacao € uma identi-
dade.

3.2 Sistemas de Equacoes de 12 Grau

IMPORTANTE! !'!

Sistemas de equagdes de 1° grau séo utilizados principalmente nas disciplinas de
Algebra Linear, Programagcéo Linear e E.D.O. e em qualquer outra disciplina que a
solucdo de um determinado problema caia num sistema de equacdes de 1° grau.
Por isso este material requer uma leitura com muita atencéo.

3.2.1 Resolucao de Sistema pelo Processo da Substituicao

Vimos que equagdes do 1° grau em x e y podem ter uma solugao comum, isto €, um par
que satisfaca a ambas. Vamos examinar um processo algébrico que conduz a essa solugao
comum. Seja o sistema:

2z +y =10
3r—2y=1

O processo de substituicao, como o préprio nome indica, consiste em isolar o valor de
uma variavel numa das equagdes e substitui-la na outra.
Vamos isolar a variavel y na 12 equacao:

20 +y=10&y =10 — 2x
Agora, vamos substituir o "valor"de y na 22 equacao:

v —2y=1
3r—2-(10—2x) =1
3r—2044x =1
3r=4r=1+20
Tx =21
r=3

Substituimos esse resultado » = 3 em qualquer uma das equacdes do sistema:

12 equacao 22 equacao
20 +y =10 v —2y=1
2-3+y=10 3-3—2y=12
64y =10 9—2y=1
y=4 —2y=1-9
—2y=-8 (1)
2y =8
y=4

logo, o par (3,4) satisfaz a ambas as equagdes.
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3.2.2 Resolucao de Sistema pelo Processo da Adicao

Este processo de resolucdo de um sistema de duas equacdes com duas variaveis consiste
em somar membro a membro as duas equagdes. Processo se baseia no principio:

Se a = b
¢ c = d
entao, a+c=b-+d
Exemplos:
1. Considere o sistema:
dr + 3y = 2
20 — 3y = —16

Vamos somar membro a membro:

4 DT+ Jy= 2
2¢ — 3y = —16
Tx —14

-2

a

Pra obter o valor de y, basta substituir x = 2 em qualquer uma das equacgdes. Observe:

Sr+ 3y = 2
5:-(=2)+3y =2
—10+3y =2
3r =12

y=4

Portanto: V= {(—2,4)}.

Observe, que nesse sistema, os coeficientes de uma das variaveis (y) séo simétricos:
3y e —3y. Por isso, a0 somar as duas igualdades, chegamos a uma equagdo com uma
s6 variavel. Quando isso nao ocorre, podemos obter valores simétricos utilizando artifi-
cios de célculos.

2. Considere o sistema:
3r —by =17
or — Ty =31

Multiplicamos a 12 equagao pelo coeficiente (x) da 22 equacédo e a 22 equagéo pelo
simétrico do coeficiente do (x) da 12 equagao:

{/@ﬁ x— oy =17

3 - _
@ r—Ty=31 |-(=3)

o0
am

L
”] :'.‘:. =

15z — 25y

{ —15z4 21y
—4y

Y

o nl
|
fo’s

]
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Substituindo y = 2 em uma das equacdes do sistema, obtemos o valor de x:

3r — 5y =17

br —5-(2) =17
3x =27
r=29

Portanto: V= {(9,2)}.

(PROBLEMA) Numa olimpiada de Matematica, a prova € composta de 25 questoes.
Pelo regulamento, cada questdo correta vale 4 pontos e cada questao errada vale —2
pontos. um estudante obteve 76 pontos. Quantas questées acertou e quantas errou?

Representacdo: niumero de questdes certas: x; nUmero de questdes erradas: y
Note que o numero total de questbes é 25, logo = + y = 25

Cada questao certa vale 4 pontos, logo o total de pontos é 4.2 e cada questao errada vale —2
pontos, logo o total de pontos é —2.y.

Sistema:
rT4+y=25
dor — 2y =76

Utilizando o método da adi¢éo, vem:

r+y=25 .(2)

Ay — 2y =76

2z 4+ 2y =50

dr — 2y =76

6z =126

3.3

3.3.1

r=20=21

Substituindo o valor de x = 21 na 12 equacgéao, temos:

21 +y =125
y=25—-121
y =4.

Logo, o numero de acertos é 21 e o de erros é 4 ou o par ordenado (21,4).

Razao, Proporcao e Regra de Trés

Razao

Razao de dois numeros é o quociente do primeiro pelo segundo.
Exemplo:
A 62 série D, classe de Vinicius, tem 20 meninos e 30 meninas. Podemos comparar esse

nume

ros, fazendo:
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20 2

30 3
Dizemos, entdo, que na classe de Vinicius, a razdo entre o nUumero de meninos e 0 numero
de meninas € de 2 para 3.

-~ a . . N .
Na razédo 3’ 0 numero a é o antecedente e o numero b € o consequente.
Exemplo:

- 2 ) ]
Arazdaode 2 para5 é = onde 2 é o antecedente e 5 € o0 consequente.

Razoes Especiais

» Velocidade média: é razao entre uma distancia percorrida e o tempo gasto para percorré-
la.
(Esse conceito € muito utilizado na Fisica)

Exemplo: Um automével percorreu 300 km em 5 horas. Qual foi a velocidade média do

automovel?
distancia 300
Vir = ——— = == =60 km/h
tempo 5

» Escala: € a razdo entre um comprimento no desenho e o correspondente comprimento
real.

Exemplo: O comprimento de uma garagem € 8 m. No desenho, esse comprimento esta
representado por 2 cm. Qual foi a escala usada para fazer o desenho?

Lembre-se que 8 m = 800 cm
comprimento no desenho

Escala = .
comprimento real
Escala = 2 _ 1
~ 800 400

» Densidade Demografica: é a razao entre a populagao e a superficie do territorio.
(Escala e Densidade demografica sao muito utilizados na geografia.)

Exemplo: O estado do Rio Grande do Sul tem 10.695.532 habitantes e uma area de
281.748,5 km?. Qual a densidade demografica do estado?

D populagcéo

~ superficie
~10.695.532 hab

DD = 281.748, 5 km?2

= 37,96 hah/km?

» Densidade de um corpo: € a razdo entre a massa do corpo e 0 seu volume.

Exemplo: Uma escultura de bronze tem 3,5 kg de massa e seu volume é de 400 cm?.
Qual a densidade do bronze?

massa do corpo
Dens = P

~ volume do corpo

3,5kg 3500¢
Dens = — = = 8,75 3
100cm? — 200cm? ~ o 1o9/em
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3.3.2 Proporcao
Definicao
A igualdade entre as razdes % e 2 € chamada de proporcéo.

Indicamospor%:g ou a:b=c:d

Na proporgéo a : b = ¢ : d, dizemos que a e d sdo 0s extremos e b e ¢ S30 0S meios.

Exemplo:
Na proporgéo abaixo,calcule o produto dos extremos e o produto dos meios:

3 30

4740

produto dos extremos: 3 x 40 = 120
produto dos meios:4 x 30 = 120.

*

Propriedade Fundamental das Proporcoes

Em toda proporgao o produto dos extremos
€ sempre igual ao produto dos meios.

Assim:

Se - = 2, entdo a.d =c.b

Calculo do Termo Desconhecido

Exemplos:

~ 15
1. Calcular o valor de x na proporcao g = —

24
r 15
8 24
24-2=8-15
24z =120
120
r=——
24
T =25
. T—3
2. Calcular o valor de x na proporgéo ==
r—3 x
4 5

5(z —3) =4

51
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Sr — 15 = 4x
S5r —4x =15
=15

3.3.3 Regrade Trés

Grandezas Diretamente Proporcionais

Duas grandezas sao diretamente propor-
cionais quando, aumentando uma delas,
a outra aumenta na mesma razao da pri-
meira.

Exemplo:
Uma maquina:

« em 1 hora, produz 100 pegas;

* em 2 horas, produz 200 pegas.
Note que:

12) dobrando-se o numero de horas, 0 numero de pecas produzidas também dobra.

1 _ 100
2 - 200
29) ! !
razao entre a razao entre a
grandeza tempo grandeza producao

Nesse caso, dizemos que as grandezas tempo e producao sao diretamente proporcionais.

Grandezas Inversamente Proporcionais

Duas grandezas s&o inversamente pro-
porcionais quando, aumentando uma de-
las, a outra diminui na mesma razédo da
primeira.

Exemplo:
Um veiculo faz um percurso em:

* em 2 horas, com a velocidade de 60 km/h.

« em 1 hora, com a velocidade de 120 km/h;
Note que:

12) dobrando-se a velocidade, o tempo diminui pela metade.
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60 _ 1
120 a 2
29) 1 1
razao entre a razao inversa entre a
grandeza velocidade grandeza tempo

Nesse caso, dizemos que as grandezas tempo e velocidade sao inversamente propor-
cionais.
Regra de Trés Simples
A regra de trés simples € um processo pratico para resolver problemas através de propor-
cdes, envolvendo duas grandezas diretamente ou inversamente proporcionais.
Roteiro para Resolucao de Problemas
1) Colocar as grandezas de mesma espécie em uma mesma coluna.
2) Indicar duas grandezas:

« diretamente proporcionais com flechas de mesmo sentido.
* inversamente proporcionais com flechas de sentido contrario.

3) Armar a proporcao e resolvé-la.
Exemplos:

1. Comprei 5 metros de tecido por R$ 40,00. Quanto custara 14 metros do mesmo tecido?
Utilizando o roteiro para resolu¢ao de problemas, temos:

metros  R$
15 40 |
14 X

Note que aumentando a quantidade de metros o preco também aumenta, logo as gran-
dezas metros e R$ sao diretamente proporcionais, por isso as flechas tem mesmo sen-
tido e assim montamos a proporcao de forma direta:

5 40
14 =z
5.1 =14-40
5x = 560
560
r=—
5
z =112

Logo, 14 metros de tecido custardao R$112,00.

2. Doze operarios constroem um muro em 4 dias. Quantos dias levarao 8 operarios para
fazer o mesmo muro?
Utilizando o roteiro para resolug¢ao de problemas, temos:
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operarios dias
12 4
T8 x|
Note que diminuindo o numero de operarios, 0 numero de dias aumentara, logo as
grandezas operarios e dias sdo inversamente proporcionais, por isso as flechas tem
sentidos contrarios e entdo devemos INVERTER a grandeza operarios quando monta-
néIOS a4proporgéo:

12 =z
8-x=12-4

8r = 48

Logo, o tempo necessario é de 6 dias.

3.3.4 Porcentagem

Porcentagem é uma razao cujo denominador é 100, representada pelo simbolo % (por cento),
por exemplo:

15
157 = — = 0,15
o 100 ’

Problemas de Porcentagem

Os problemas podem ser resolvidos por meio de regra de trés simples e direta.
Exemplos:

1. Calcular 20% de R$ 600,00.
Solugéo:
R$ % | Interpretacao
600,00 | 100 | 600,00 --» corresponde a 100%
T 20 | x --» corresponde a 20%

Armando a propor¢ao e resolvendo, temos:

600 100

r 20
100 - & = 600 - 20

~ 600-20
100
12000

— 22 190,00
T 00 ’

Logo, 20% de R$ 600,00 € R$ 120,00.
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Observacao: Na Matematica, a preposicao "de” significa uma multiplicacao, assim:
20 12000 120
0% de R$600, 00 100 x 600 100 1 0,00
2. Na compra de um telefone celular, que custava R$ 500,00, obtive um desconto de 15%.
De quanto foi o desconto?

Solugéo:
R$ %
500,00 | 100
x 15

Armando a proporcéao e resolvendo, temos:

500 100
r 15
100 -z = 500 - 15

_ 500-15
100
7500
~ 100

= 75,00

O desconto foi de R$ 75,00.

3.4 Funcao Afim

Chamamos de funcao afim qualquer funcéo de R em R, quando existem constantes a, b € R
tais que f(x) = ax + b para todo = € R.
Observacao: A formula matematica f(z) = ax + b pode ser representada por y = ax + b.

Exemplos:

1. A funcéo identidade f : R — R, definida por f(z) = = para todo = € R, € afim. Também
sdo afins as translagées f : R — R, f(x) = = + b. S&o ainda casos particulares de
fungdes afins as fungdes lineares, f(x) = ax e as fungbes constantes f(x) = b.

2. Outros exemplos de fungdes afim do tipo f(x) = azx + b:

(@ f(z)=3z-1 a=3 e b=-1
(b) f(x) =4z a=4 e b=0--+ fungao linear
(€) f(x)=-2 a=0 € b= —2 --> fungio constante

3. Dada a fungéo real f(z) = 3z — 2, determinar f(5).
Resolugéo: f(x) =3z —2= f(5) =3-(5) —2 = f(5) = 13.

4. Dada a fungdo real f(z) = ax + b, sabe-se que f(1) =4 e f(—2) = 10. Escrever a lei de
formacéo da funcdo f e calcular f(2).
Resolugdo: Se f(1) =4=a.(1)+b=4=a+b=4.
Se f(—2) =10= a.(-2) + b= 10 = —2a + b = 10.
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Vamos determinar a € b resolvendo o sistema:

a+b=14

—2a+b=10
Utilizando o método da adicéo, onde adicionamos a 12 equacao ao oposto da 22 equa-
cao e dai temos:

a+pb=14
{ 2a —p = —10
3a = —6
a=—2
Substituindo ¢« = —2 em uma das equacodes originais, temos:
(=2)+b=4=0b=4+2=06. Assim,a = —2e b = 6, logo a funcdo f é dada por
f(z) = —2x + 6.

3.4.1 Grafico de Uma Funcao Afim

Observacoes:

» O gréfico da funcao afim € uma reta.
» O conjunto imagem da funcao afim é R.

Exemplos:

1. Construa o grafico e dé o conjunto imagem das seguintes funcdes de R em R:

a) f(r) =2
O gréafico é uma reta paralela ao eixo horizontal (eixo x), passando pelo ponto
A(0,2), logo:

= GeeGebra

O fiy=2 : . 2

A = Interseg3o(f, EixoY) : 1
@

- (0, 2) X

+ |

PO P

=
Im = {2}
b) f(z) =242
12 passo: Vamos atribuir valores para x para obter o valor de y.
x y=x+2 Par ordenado
0ly=(0)+2=2 A(0,2)
1]y=>1)+2=3 B(1,3)
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Esses dois pontos séo suficientes para o proximo passo que é a construgdo do
grafico, pois por dois pontos passa uma unica reta.
22 passo: Vamos marcar os pontos A(0,2) e B(1,3) no plano cartesiano:

= GeoGebra
= : i i i N r— i i i i i
B & m < EEE / o
o A
@) fry=x+2 : 28
A = Intersegdo(f, EixoY): 1
@
— (0,2) X
1 0 1 2 3 4 5 6 7
R = Raiz(f)
N (2.0) i .
: Q
B = Ponto(f) 2 f
@ Q
-3 ;
=3 Entrada...
Im=R

¢) f(z)= 3z +1

12 passo:
x | y=—3x+1 | Parordenado
0 1 (0,1)
1 -2 (1,-2)

Temos entéo os pontos A(0,1) e B(1, —2).
22 passo: Gréfico:
Marcar os pontos A(0,1) e B(1,—2) no plano cartesiano:

= GeaGebra
@ fry=-3x+1 :
: A
® A = Intersec3o(f, EixoY) 1
—_ (0, 1) R X
R = Raiz(f) : -4 -3 -2 100 1 2 3 4 5 6
= Raiz
) L
— (0.3333333333333, 0) 5 a
. B
B = Ponto(f F 2
® %) 5
- (1,-2) ®
-3
E Entrada...
Im=R

2. A figura a seguir representa uma fungéo afim (y = az + ). Qual o valor da fungéo no
ponto z = 37
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= GeaGebra
b o
X
7 6 -5 4 3 6 7 8
f
[0}
Q
Solucao:

Temos no grafico da fungcéo os pontos A(0,—2) e B(2,0) e como a funcdo é do tipo
y = ax + b, substituimos os valores das coordenadas na equacéo da funcao para desco-
brir os coeficientes a e b; assim:

a-(2)+b=0
a-0+b=-2
20+b=0

b= -2

Temos: b= —2.
Substituindo b = —2 na 12 equagéao, temos:
20—2=0=2a=2=a=1. Assim,a=1e b= —2,logo a fun¢do é dada pory = = — 2.
Entao:
f3)=1-3-2=1.
Logo, o valor da fungé@o no ponto =z = 3 é 1.
3.4.2 Coeficientes c e bdafuncaoy =ax +5b
Coeficiente «

Na fungéo afim y = ax +b, 0 numero real a € chamado de inclinagéo ou coeficiente angular,
mas 0 mais correto é chamar esse coeficiente de TAXA DE VARIACAO.

Exemplos:

Dé o coeficiente angular (ou taxa de variacao) das seguintes fungdes:

1. y =3x+4 coeficiente angular a = 3.
2. y=—x+2 coeficiente angular a = —1.

3. y = -8+ 5z coeficiente angular a = 5.
Isso &€ importante saber!!!

» Se a > 0, a fungao é crescente, ou seja, aumentando x aumenta y.

* Se a < 0, a funcdo é decrescente, ou seja, aumentando x diminui y.
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Exemplos:

1. f(x)=3x+1 a=3= a>0(fungdo crescente)

2. f(r)=—-2x+3 a=-2=a< 0 (fungcao decrescente)

Coeficiente b

Na funcao afim y = ax + b, 0o numero real b é chamado de coeficiente linear.
Exemplo:

Dé o coeficiente linear das seguintes fungdes:
1. y=2x+3 coeficiente linear b = 3;

2. y=—-5+ Z coeficiente linear b = —5.

Observe que:

Emy = ax+b, para x = 0 temos y = b; o ponto (0,b) é a interseccao da reta com
0 eixoy.

Exemplo:

» Construir o gréfico da funcao real y = 2z + 4
Atribuindo valores para z, na seguinte tabela temos:

T |y=xz+2
—1 2
0 4

Assim, temos os pontos A(—1,2) e B(0,4) e tragando o grafico:

Coeficiente linear SEMPRE corta o eixo y

= GeoGebra
T 0
O f:y=2x+4 :
B = Intersecdo(f, EixoY :
® ( J
— (0. 4)
® R = Raiz(f) Y
- (2.0
o
H X
® A = Ponto(f) : 5 4 3 2 S fo 1 2 3 4 5 a 6
— (-1,2) ® H
i |
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Note que o ponto B(0,4) é o intercepto y e que b = 4 é o coeficiente linear, isto é, sempre
o coeficiente linear cortara o eixo y.

3.4.3 Raiz ou Zero da Funcao do 12 Grau

Dada a funcéo afim f(z) = ax + b, chama-se raiz ou zero da fun¢éo, o valor de z para o qual
f(z) =0, isto é, ax + b = 0, ou ainda, o valor de = que anula a funcéo.

Entdo, para determinarmos a raiz ou zero da fungéo, fazemos f(x) = y = 0 e resolveremos

a equagao.

Assim, o zero ou raiz de uma fungéo afim é z = =°.

1

b

a

Exemplos:

Determine a raiz das seguintes fung¢des afins:

(@ y=3x—6 (b) y= -8z
3r—6=0 —8xr =0
3r==06 x:%
ng z=0

T =2

Interpretacao Geométrica: Construir o grafico da fungéo real f(z) = x — 3.

Vamos encontrar primeiramente o zero dessa fungao:
f(z) =0= 2 —3=0= x =3, Assim temos o ponto (3,0)
O coeficiente linear da funcao f é —3.

Utilizando o conhecimento visto até aqui, podemos dizer que os pontos que interceptam
0S eixos coordenados sdo:

eixo x: (%b, 0) —-—+ Geometricamente, o zero da fungdo afim f(x) = ax + b, a # 0 é a abcissa do ponto em que a reta

corta o eixo x

eixo y: (0, b) -—2 Geometricamente, o coeficiente linear sempre corta o eixo y

Logo, os pontos (3,0) e (0, —3) cortam os eixos coordenados. Veja o grafico:

= GeaGebra
BE & m < I 2 e
O f:y=x-3 : 1
B = Intersecdo(f, EixoY) : X
(@) 4 3 2 1 o 6 7
= (0.-3) ] x=3 é 0 zero ou raiz
® R = Raiz(f) “~
2
— (3,0
Q
® -3 é o zero ou raiz B -3 é o coeficiente linear
a
@ 36 o coeficiente linear °
i
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3. Nafungéoreal y = —2z+2, 0 zero da fungéo é z = 1, assim, o ponto (1, 0) € a intersecgao
da reta com o eixo Xx.

Construindo o grafico:

* quandoy =0 — = = 1, temos o ponto (1,0) e

* quando z = 0 — y = 2 (coef. linear é 2), temos o ponto (0, 2).

= GeoGebra
h *
O fry=-2x42 ' B 2 é o coeficiente linear
B = Intersecio(f, EixoY):
@
— (0,2 pi )
( ) R x=1 é o zero ou raiz -
® R = Raiz(f) : S5 B 2 H e 3 3 S
- (1,0) -1
. &
@ s—1éozeroouraiz ° 3
Q
@ 2 & o coeficiente linear * 3

3.4.4 Estudo do Sinal da Funcao Afim

Dada uma fungéo afim f(x) = ax + b, conforme o valor atribuido a = podemos ter:
a) y>o0ou f(x) > 0;
b) y=00u f(z) =0;
c) y<Oou f(x) <0;

Exemplos:

1. Dada a fungéo real f(z) = 2x — 4, determinar os valores reais de = para os quais:

(@) f(z) =0
(0) f(z)>0
(©) fz) <0

* Podemos notar que f € crescente, pois a = 2 > 0.

f
f

* Araiz ou zero da fungao é:
4
2x—4:0:>2x:4:>:c:§:>:c:2

Logo: a reta intercepta o eixo x no ponto de abcissa = = 2.
Observando essas consideragdes, vamos fazer um esbogo do grafico da fungao f:
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= GeaGebra
: :
@) f:y=2x—4 :
O B = Intersecdo(f, EixoY)E £
— (0, -4) -3 -2 6 7 8
® R = Raiz(f) B
- (20
Q
Q
&
Assim:

(@) f(x)=0paraz=2;
(b) f(z) >0parax >2
() f(x) <Oparaz <2

2. Dada a funcéo real f(z) = —2x + 6, determinar os valores reais de x para os quais:

(@) f(z)
(b) f(
() f(z)

* Podemos notar que f € decrescente, pois a = —2 < 0.

z)=0
x) >0
xr) <0

* Araiz ou zero da fungao é:
—2r4+6=0= 2r=—-6=2x=3
Logo: a reta intercepta o eixo x no ponto de abcissa = = 3.
Observando essas consideracdes, vamos fazer um esbogo do grafico da fungao f:
= GeoGebra

— ' y [
— 6@ B
O fiy=-2x+6 : : f
® B = Intersecio(f, EixoY) : 1
— (0.6)
G ;i
R = Raiz(f
(0]
- (3,0 2 "
1 S}
Para|x < 3= y > 0 RL O\ )
=
-3 2 41 1o 1 2 4 5 6 7 8
@ Entrada... \ Para x> 3=y <0 [

Assim:
(@) f(z)=0parazx=3;
(b) f(x) >0paraz <3
() f(z) <Oparax >3
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Conclusao
* Para valores de = maiores que a raiz: a funcédo y tem o mesmo sinal de a.
* Para valores de = menores que a raiz: a funcéo y tem sinal contrario de a.

* Para valores de x iguais a raiz: a fungao é nula y = 0.

3.4.5 Resolucao de Inequacoes

Para resolvermos as inequagdes envolvendo expressdes de 1° grau, devemos estudar o sinal
da expressao ax + b como se fosse uma fungéo f(z) = ax + b.

Exemplos:

1. Resolva a inequagao 2z + 5 < 0.
Vamos considerar que a expressao 2z + 5 = f(z).
Entdo, queremos saber os valores de z, tal que f(x) < 0.
Assim, vamos encontrar a raiz da funcao:
flz)=0=2x+5=0
20 = —5
5

l’:—i

= GeoGebra

y>0
+ + + F + + + +

Como queremos y < 0=z < —
Logo: V={z e R | z < —2}

Nt

2. Resolva ainequagao —2z +4 > 0
Vamos considerar que a expressao —2x + 4 = f(x).
Entdo, queremos saber os valores de z, tal que f(x) > 0.
Assim, vamos encontrar a raiz da funcao:
flz)=0= —-2zx+4=0
—2xr=—4
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Como queremos y > 0= x < 2
Logo: V={z € R | z < 2}

Inequacao-Produto e Inequacao-Quociente

Para resolver inequagdes-produto ou inequagdes-quociente, primeiro estudamos o sinal de
cada funcao que compde o produto ou 0 quociente e, entdo, determinamos o sinal do produto
ou do quociente.

Exemplos:

1. Resolva a inequagéo (z + 3)(x — 2) > 0.

Devemos lembrar que um produto (z + 3)(z — 2) & positivo ou nulo quando as duas
fungdes f(z) = =z + 3 e g(x) = = — 2 tém o mesmo sinal ou quando uma das fungdes é
nula.

Estudando o sinal de cada uma das fungdes, temos:

flo)=2+3 gla)=z-2
r—3=0 r—2=0
r=—-3 =2

Montando o quadro de sinais, podemos determinar o sinal do produto:

= GeoGebra

f(x) =x+3
{0 S A N [ S /F++++++++++++++++++

/r =3 g(x) =ix —

9 t+Ht++H++H++

T =2

fxg ++++++H++ +++++ ++H+++++++ ++ X
-9

-8 -7 -6 -5 -4 2 3 4 5 6 ., 7 8 a
Intervalo requerido Intervalo requerido N

O conjunto solugdo sera: S = {r € Rlz < =3 ou = > 2} =] — 00, —3]U[2, +o0|

—2r — 8
) 3 -+ 2
Lembrando que um quociente _$—+_2 < 0 é negativo quando as duas fungdes f(z) =
—T

2. Determine o conjunto verdade da inequacao <0

—2r—8 e g(x) = —x+2 tém sinais opostos ou quando uma das func¢des € nula. Devemos
lembrar que o denominador ndo pode ser zero
Estudando o sinal de cada uma das fung¢des, temos:

Estudando o sinal de cada uma das fungdes, temos:
flz)=—22x—-8 g(z)=—-x+2
—2r =38 - = -2
8

r=—4

Montando o quadro de sinais, determinamos o sinal do quociente:
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= GeoGebra
= e}

f(x)=—-2x—8
BEEEEEEEE

g(x) = —x+2
g ++++++++++++++++++\i )
%

—{f,—.+++++++ --------- I U O G O E O B AL K X
-8 -7 -6 -5 -4 1 0 2 3 4 5 6 7 8

-3 -2 - 1
Intervalo requerido f

Observe que o denominador tem que ser diferente de zero, ou seja, —z + 2 # 0

(entdo x # 2) e para que a fracdo seja nula o numerador tem que ser igual a zero, ou
seja, —2x — 8 = 0 (entdo = = —4).
Logo, o conjunto solugédo sera: S ={z € R| —4 <z <2} =[-4,2|

3. Explicitar o dominio da funcéo real definida por f(z) = /%2

-z

L . -2
Sabe-se que 1/f%i sé é possivel em R se f— >0ex#1.
— X

. ~ -2
Logo, vamos resolver a inequagao 916— > 0:
— X
Chamando o numerador de g(x) = x — 2 temos:

e zeroouraiz: xr =2

ca=1>0--» fungao crescente
Chamando o denominador de h(z) = 1 — = temos:

e zeroouraiz:z =1

e a=—1 <0 --+ fungdo decrescente

Montando o quadro de sinais, temos:

= GeoGebra
y
e
g(x) =x-2
- - - - + + + + + + + + + + + +
+ A= = k = = = = = = === = == === = =
h{x) =1-x
I S el el il el X
1 2 3 B 6 7 8 9
Intervalo
L f
Requerido
Q
Q

Logo, como nos interessa somente o intervalo POSITIVO, temos que o dominio é:

D={zeR|]l <z <2} =]1,2].
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3.4.6 Aplicacoes de Funcao Afim

Veja alguns exemplos de aplicagdes de funcao afim.
Exemplos:

1. Suponha que um individuo trabalhe como representante de uma firma que se dedica a
criacao de jogos para computador. O salario é de R$ 2000,00 fixos por més acrescidos
de R$ 20,00 por jogo vendido.

(a) Se em um més o trabalhador vender 15 jogos, quanto recebera ?

(b) No periodo de um més, qual a funcao que relaciona o numero de jogos vendidos
com o valor do seu salario, em reais ?
Resolucao:
Com tais informacdes podemos escrever a equacao que nos permite calcular a
quantia em dinheiro que ele recebe por més em funcdo da quantidade de jogos
vendidos. Representemos por y a quantia em dinheiro, e por = a quantidade de
jogos que foram vendidos, teremos a seguinte equacgéao:

y = 20z + 2000

Utilizando esta férmula, calcularemos o valor do salario mensal, se vender 15 jogos.

y = 2015+ 2000
y = 300 + 2000
y = 2300

2. Uma pessoa vai escolher um plano de saude entre duas opg¢des: A e B.
Condigdes dos planos:
Plano A: cobra um valor fixo mensal de R$ 140,00 e R$ 20,00 por consulta.
Plano B: cobra um valor fixo mensal de R$ 110,00 e R$ 25,00 por consulta.
Vamos determinar:

* A funcgéo correspondente ao custo mensal de cada plano.
Para o plano A é a(z) = 20x + 140
Para o plano B é b(z) = 25z + 110

* Em qual situacéo o plano A é mais econdmico?
b(x) > a(x)
25z + 110 > 20x + 140
25z — 202 > 140 — 110
5x > 30
>0

* Em qual situacgao o plano B é mais econémico?
b(z) < a(x)
25x + 110 < 20x + 140
25x — 20x < 140 — 110
or < 30
r <6



3.5. FUNCAO MODULAR

* Em qual situacao os dois planos se equivalem?
b(x) = a(x)
25z + 110 = 20z + 140
25x — 20x = 140 — 110
or = 30
rz=206

3.5 Funcao Modular

3.5.1 Moddulo ou Valor Absoluto

Maodulo ou valor absoluto de um ndmero real z, indicado por |z| é definido por:

| = z, sex >0
| —z, sex <0

O mddulo de um numero real é sempre positivo.
Observagéo: /22 = |z

Exemplos:

De acordo com a definigéo, calcule:

A
2. 2-3.5/=[2—15|=|—13| =13

3.5.2 Equacao Modular

E quando a incégnita se apresenta em médulo. A equagao |z| = a, a € J¢%, € modular.

r=a
|| =a =< ou
Tr=—a
Exemplos:
Resolva em R as equacdes modulares:
rx=4
1. Va2 =4=|z|=4= (¢ ou
r=—4
S ={-4,4}
r—4=2xr—-3 —x =1 r=-—1
2. [x—4| =2z —-3|= 1< ou =< ou = ¢ ou
r—4=—(2x—3) r—4=-2r+3 T =1
S={-1,1
3. 2z+3|=9
|20 4+3|=9= 1< ou =4 ou =< ou
204+ 3 =-9 20 = —12 r=—6

S= {3, -6}
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4. Qual o dominio da funcéo real f(z) = 2%

Note que para que essa fungdo exista, é necessério que |z| — 3 # 0.

x # -3
Logo |z| #3 = < ou
x#3

Assim, D(f) = {x € R|z # -3 ez # 3}

3.5.3 Inequacao Modular:
Uma inequacéo € modular quando a incdgnita se apresenta em modulo. Para a > 0, temos:

T >a
* |z >a= ¢ ou
< —a

|z <a=—a<z<a

T >a
* || >a= ¢ ou
< —a

s z|<a=-a<z<a

Exemplos:
Resolva as inequacdes em R:

20 —1>3=2>2
1. |2x—1] >3= ¢ ou
2r—1< -3=>zr< -1
Logo:
S={reR|z<—-1louzxz>2}

2. [z —4|<1=
—1<r—-4<1=
—1+4<z<1+4=
3<x<5h
S={xeR|3<x<5}=]35]

3. |[z—1]>3
r—1>3=2>14
|t —1]|>3= ¢ ou
r—1<-3=z<-2
Logo:
S={reR|z<-20uz >4}

4. 22 -1/ <5

2r—1]<5b=-5<2r—1<5=-54+1<2r<5+4+1=-4<2r<6=-2<zx<3
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Logo:
S={reR|-2<2<3

3.5.4 Funcao Modular

Uma fungéo é modular se a cada x real se associa |z|, ou seja, f(z) = |z|

3.5.5 Grafico:

Pela definicdo de |z|, temos de considerar duas sentencas para f(z), de 8 em R.Veja como
construir o grafico da fungéo f(z) = |z|

sex >0 sex <0 gréfico de f(z) = |z|
Ay

Nf-=-====-=-=

- 2 1 To 1 >
D(f)=R
Im(f) =R,
Exemplo:

1. Represente graficamente a fungéo real y = |z — 1| e determine o seu dominio e a sua
imagem:

ou
—(r—1),paraz—1<0=2<1

Tabela de valores:
rly=x—1

r—1l,paraz—-1>0=2x22>1
y=lzr—1=

70 r|ly=—-c+1
-1 ]2

2|1 01

312
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= GeoGebra
B & m < o
@ fry=|x-1
A = Raiz(f)
—indefinido
B = Extremo(f)
—indefinido
C = Intersecdo(f, EixoY, (0,1)) : X
-6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
- (0,1)
1
+ *
2 Q
3 SN
-4
i

D(f) =ReIm(f) =R,

Observagdo: Podemos tragar o grafico seguindo outro procedimento. Construimos o
grafico da funcao de y = = — 1 e depois marcamos 0s pontos em que y < 0 simetrica-
mente em relagdo ao eixo x. Vejamos:

rly=xz—1
-2 -3
—-1| =2
0] —1
110
211
= GeaGebra
L - ®
O fx)=x-1, (x>1) o
O W) =x-1, (x<1)
O e =-k-1 &<
+
X
8 -7 6 5 7 8
Q
i

D(f) =ReIm(f) =R,
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2. Construa o gréafico e determine o dominio e a imagem da seguinte fungéo real f(x) =
|22 + 5|
Pela definicado de modulo:

2x 4 5, 862$+520<:>:r;2—g
* 2z +5|=¢ ou
—(2z+5), se2r+5<0& z < -2

Entdo a fungdo f(z) = |2z + 5| pode ser escrita:

) f(z)=2z+5paraz > —2
) f(z) =—2z—5paraz < —3

= GeoGebra
~ e
+ E : ¥
X
8 7 6 5 -4 3 2 1 [} 1 ’ 2 3 4 5 6 7 8
7
1 -
7/
'
K2
4
,/,3 Q
hiL% Q
s 4
4
4
Jaziz | ‘1/ 5
D(f)=ReIm(f) =R



Capitulo 4

Expressoes Polinomiais

4.1 PolinoOmios

4.1.1 MonoOmios

Sao expressodes algébricas racionais e inteiras que envolvem apenas o produto de niumeros
reais por letras, nos quais as letras s6 apresentam expoentes naturais. Um monémio tem uma
parte numérica (coeficiente) e uma literal.

Exemplo:
No monomio 922y, o coeficiente é 9 e a parte literal é: 22 - y, isto é:
2
9 x7y

coeficiente  porte literal

4.1.2 PolinOmios

E a soma algébrica de monémios.

Exemplo:

5ax? — 5xy® + /32°

Observacao: Os mondémios que formam um polindmio sao chamados de termos.

4.1.3 Classificacao:

Monomios Binomios Trinbmios
Sao polinbmios que apre- | Sao polindmios que apre- | Sdo polinbmios que apre-
sentam apenas um termo. | sentam dois termos. sentam trés termos.

29 r+y x? —6x + 9

%xz 32?2 — 9z x? + 6xyz + 52

4.1.4 Grau de um Polinomio:

E o grau do termo de mais alto grau desse polinémio.
Observacoes:

» O grau é definido somente para uma expressao racional e inteira.
» Algumas vezes, o grau do polindbmio € especificado para uma de suas variaveis.

Exemplos:

72
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a) 222 +2x+1
O polindmio tem grau 2, pois sua variavel de maior grau € o = elevado no expoente 2. E
na variavel x também tem grau 2.

b) 2%y + 3zy® + 9% +
O polinbmio tem grau 4, pois a soma dos expoentes das variaveis do termo de maior
grau 3zy® é 4. E na variavel x tem grau 2.

4.1.5 Operacoes com Polindmios
Adicao
A soma de dois polinémios é feita, adicionando os termos semelhantes de mesmo grau dos

polinémios.
Exemplo:

o (2® =327+ 8z +7)+ (—hz® — 122+ 3)

1) Eliminamos os parenteses:
2% — 32?2 +8x + 7 —5a® — 120 + 3

2) Adicionamos os termos de mesmo grau:
23 —5xd =32 +8r — 120+ 7+ 3 =
= —4x3 — 32% — 42 + 10

Subtracao

A diferenca de dois polinémios é feita adicionando o primeiro polindmio com o oposto de cada
termo do segundo polinémio.
Exemplo:

* (2% —zy —5y*) — (=32 — y* + 2zy)

1) Eliminamos os parenteses, trocando os sinais dos termos do segundo polinémio:
12 — zy — 5y* + 32 + y* — 2y

2) Adicionamos os termos semelhantes de mesmo grau:
22 +32% — 5y +y? —xy — 20y =
= 4x? — 4y — 3wy

Multiplicacao

No produto de dois polinémios, aplica-se a propriedade distributiva da multiplicacdo em rela-
cao a adicéo ou subtracéo.
Exemplos:

a) 233zt — 52?4+ Tx + 2)
=2* 3zt + 2% (—ha?) + a2 Tw+ 2% 2
— 3ZL‘3+4 o 5:L,3+2 + 7:L,3+1 + 21,3 —

= 32" — 5% 4+ Tat + 223
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b) (z+ 2y)(2® — 32%y + zy?)
=x-22+x- (=32%) + 2 2y? + 2y - 23+ 2y - (—=32%y) + 2y - 1y?
I 312y 12 4908 G2y 1y 0 241
=zt — 323y + 2%y? + 223y — 62%y? + 2213
= a* — 323y + 223y + 22y? — 62%y% + 2293

= a* — 23y — 52%y? + 229

Divisao de Polindmio por Monémio

Na divisdo de um polinémio por um mondémio, ndo nulo, deve-se dividir cada termo do polind-
mio por esse mondémio.
Exemplos:

a) (10z® — 8z + 10z) : (2z),com x #£ 0
= 1023 : 20 — 82? : 22 + 10x : 2z
=522 —4x+5
b) (2a3h* — 5a?b?) : (2a%V?)
= (2a°0?) : (2a®b*) + (=5a%D?) : (2a%V?) =
= 1a'b? 4 (—2a?b') =

—q_23
=a 2b

Divisao de Polinémio por Polinémio

A divisdo pode ser feita por meio de algoritmo simples que simula a divisdo de numeros
inteiros.
Exemplo:

c B2 —Tx+3): (z—2)
Dividendo: 322 — 7z + 3 (grau 2)
Divisor: x — 2
Para efetuar a divisdo de um polinémio por outro, vamos adotar o seguinte algoritmo:

1) Divide-se o termo de maior grau do dividendo pelo termo de maior grau do divisor:

3p2 <Tx43|2—2

Jx

2) Multiplica-se o quociente pelo divisor:
3z (x —2) = 3z% — 6z
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3) Subtrai-se o resultado da multiplicagdo do dividendo(esta subtragao é feita adicionando-
se 0 oposto do produto ao dividendo).
322 —Tx+3|z-2
—322 + 6z 3r
—xr+3

4) Repetem-se 0s passos anteriores, considerando como dividendo o resultado da
subtracdo (—z + 3).

3x? —Te+3|z—2
—322 + 62 Jr—1
-+ 3
+r—2

1

Quociente: 3z — 1

Resto: 1

A divisao chega ao fim quando tem se como resto um polinémio de grau menor que
o grau do divisor.

4.2 Produtos Notaveis

4.2.1 Quadrado da Soma de Dois Termos

Sendo « e b dois termos, deseja-se obter o produto (a + ).
Algebricamente:
(a+0)* = (a+b)(a+b) =a*+ ab+ ba + b?

(a+0b)?*=a*+2ab+1?
Dai a regra:
"O quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo,
mais o dobro do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo termo."
Exemplos:

a) (z+ 2y)?
=224+2-2-2y+ (2y)? =
= 2 + day + 4y?

b) (2+ a)?

=224+2-2-a+a*=
=4 + 4a + a?

4.2.2 Quadrado da Diferenca de Dois Termos

Sendo « e b dois termos, deseja-se calcular (a — b)?.

Algebricamente:
(a—0)?=(a—0)(a—0b)=a*>—ab—ba+

(a—0)? = a® — 2ab + b?



76 CAPITULO 4. EXPRESSOES POLINOMIAIS

Dai surge a regra:
"O quadrado da diferenca de dois termos ¢ igual ao quadrado do primeiro termo,

menos o dobro do produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo
termo.

Exemplos:

a) (3a—%)2
:(3%)2—62-31a'%+(%)2=
=9a —74‘1:
:9a2—3a—|—%

b) (z+y— 2)°
(x+y)?—2(x+y).z+ 22
2%+ 20y + 1y — 20z — 2yz + 22
22+ y? + 22+ 2xy — 222 — 2yz

4.2.3 Produto da Soma Pela Diferenca de Dois Termos

Dados dois termos a e b, sejam a + b a sua soma e a — b a sua diferenca, deseja-se obter o
produto (a + b)(a — b).
Algebricamente:
Pela propriedade distributiva temos:
(a+b)(a—0b) =a*—ab+ba—b* = a® - V?
Temos dai, a regra:
"O produto da soma pela diferenca de dois termos ¢ igual ao quadrado do pri-
meiro termo, menos o quadrado do segundo termo
Exemplos:

4.2.4 Produto da Forma: (z — p)(z — ¢)

Deseja-se calcular (z — p)(z — q).

Algebricamente:

Aplica-se a propriedade distributiva, temos:

(x—p)(x—q) =2 —xq—ap+pg=2>—(p+qr+pg=2a>—Sr+P
onde S=p+qge P =pq

Exemplos:

a) (z—2)(z —5) =
Notequep=2eqg=5 S=2+5=7e P=2-5= 10, assim temos que:
(x—2)(x—5)=2*>—Tr+10

b) (y+4)(y—6)=
Notequep=—-4eq=6;, S=—-4+6=2e P =(—4) 6= —24, assim temos que:
(y+4)(y—6)=y*—2y—24
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Importante!!!

Os conceitos aqui apresentados nesse produto notavel da forma (z —p)(z —q) seréo
"absorvidos" somente com a pratica e o exercicio utilizando o raciocinio l6gico e o
pensamento matematico.

c) (z+1)(z—2)=
Notequep=-1leqg=2;S=-1+2=1e P = (—1).2 = —2. Como o resultado do
produto notavel deve ser um trinémio da forma = z? — Sz + P, temos:
(x+1)(z—2) =21z -2

d) (x+4)(z+2)=2>+6z+38

e) (x—4)(r—2)=a2%>—6x+8

4.2.5 Outros Produtos Notaveis
Sejam a e b dois termos, deseja-se obter:

* Cubo de uma soma:
(a+b)* = a®+ 3a%b+ 3ab®* + b*

* Cubo de uma diferenca:
(a —b) = a® — 3a®b + 3ab* — b*

Exemplos:

a) (2z+3y)® =
= (22)* +3-(22)% -3y +3-2x- (3y)* + (3y)® =
=823 +3-42% -3y +3-2x-9y® + 27y =
= 83 + 362%y + Hday? + 27y>

b) (z—2y)’ =
=23 -3 22 2y+3-2-(20)* — (2y)° =
=3 —62? - y+ 3w -4y? — 8y> =
= 2% — 62%y + 1229% — 8°

4.3 Fatoracao de Polindmios

Fatorar um polinémio que esta na forma de uma soma algébrica é transforma-lo num produto
de polinébmios.

Um polinbmio que n&o pode ser fatorado usando coeficientes inteiros € um polindémio irredu-
tivel. Veremos a seguir os principais casos de fatoracao.

4.3.1 Colocacao de um Fator Comum em Evidéncia:
Sabe-se, pela propriedade distributiva, que:
3(r+y) =3+ 3y

ou ainda

[ 324+3y=3@x+y) |
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onde 3 e (x + y) séo os fatores.

A expressédo 3(x + y) € a forma fatorada de 3z + 3y.
Exemplos:
Fatorar os seguintes polinémios:

a) 6z + 2xy
Neste caso, o fator comum € um monémio com parte numérica e literal:
parte numérica: é o maximo divisor comum (m.d.c) dos coeficientes 6 € 2: m.d.c(6, 2)=2
parte literal: é a variavel comum elevada ao menor expoente: z
Logo, o fator comum é 2z.
Dividindo cada termo da expresséo 6x + 2zy pelo fator comum 2z, temos:

(6x +2xy) : 2 =34y

Portanto:
6z + 2zy = 22(3 +y)

b) 5ab® + 10ab? — 15a3b*
Fator comum:
parte numérica: m.d.c(5,10,15)=5
parte literal: al?
Logo, o fator comum é 5ab?.
Quociente da expressao pelo fator comum: 1 + 2a — 3a?b?
Portanto:
5ab? + 10a?b* — 15a3b* = 5ab*(1 + 2a — 3a*b?)

4.3.2 Por Agrupamento

Se um polindmio com quatro termos é o produto de dois binémios, podemos agrupar os
termos para fatorar. Para isso, utilizamos a fatoragédo colocando o termo comum em evidencia
duas vezes.
Exemplos:

a) ax + ay + bx + by
=axr+br+ay+by
=z(a+b) +y(a+b)
= (a+b)(z+y),

b) a* —a®+a?—a=
=a3(a — 1) +a(a—1)
= (a—1)(a® +a)

4.3.3 Trindmio Quadrado Perfeito (TQP)
Isso & muito importante SABER!!!

Ao estudarmos produtos notaveis, vimos que:
(a+b)*>=a®+2ab+b*e (a —b)? = a® — 2ab + b*
Logo:

(a + b)* é a forma fatorada do trinébmio a? + 2ab + v?
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e
(a — b)* é a forma fatorada do trindbmio a* — 2ab + v*

E necessario, pois, reconhecermos quando um trinémio pode ser decomposto como o qua-
drado de um binémio, isto é, quando um trinémio € quadrado perfeito. Para isso, devemos
ter duas condicOes satisfeitas:

1) Dois termos do trinbmio sdo quadrados perfeitos e sdo precedidos do sinal +.

2) O outro termo, precedido do sinal + ou do sinal —, é igual ao dobro do produto das
raizes dos termos quadrados.

Assim:
a® +2ab  +?
| )
Ve hN
a N\ b +12 condicao
2ab +22 condicéo
(a + b)* +—forma fatorada
a’ —2ab  + b
} ]
Ve hN
a ™\, b +12 condicao
—2ab +22 condicao
(@ — b)* +—forma fatorada
Portanto:

a?+2ab+0*=(a+b)?* e a®*—2ab+b*=(a—b)?

Observacao: Se o termo do meio for positivo, temos entdo o quadrado da soma de dois
termos e se o termo do meio for negativo, temos entdo o quadrado da diferenca de dois ter-
mos.

Exemplos:
Verifique se os seguintes trinbmios sdo TQP e fatore-os:

a) a® + 8ab + 16b* =
Va2 =a
V16b% = 4b
Note que 2 - a - 4b = 8ab. O polindbmio é um TQP.
Assim, temos que:
a® + 8ab + 16b* = (a + 4b)*

b) 922 — 30y + 25y =
V9r2 = 3z
\/ 2512 = by
Note que 2 - 3x - 5y = 30xy que € o termo do meio
O polinbmio é um TQP.

Assim, temos que:
922 — 302y + 25y = (3z — 5y)?
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4.3.4 Diferenca de Dois Quadrados
Vale a pena SABER!!!

Como ja vimos anteriormente, nos produtos notaveis, se
(a+b)(a—10b)=a*— b

entao podemos admitir que:

a? = b* = (a+b)(a—10)

Logo,(a + b)(a — b) é a forma fatorada da expressao a* — v?.

Vejamos,nos exemplos seguintes como se deve proceder para fatorar uma diferenca de qua-
drados.
Exemplos:

1. Fatorar os seguintes polinémios:

a) 22 — 16
z? — 16
U
Va2 /16

L
T 4

Portanto:

22— 16=(z + 4)(z — 4)
b) 922 — 25y*

912 — 25y

\J )
V92 /25y
} 2

3r  5y?
Portanto:
922 — 25y*=(3z + 5y?)(3z — 5y?)

2. Veja uma bela aplicagdo da diferenca de dois quadrados:

* Calcular 23422 — 23412,
Note que temos a diferenca de dois quadrados e usando o processo de fatoracao
visto anteriormente, temos que:
23422 — 23412 = (2342 + 2341)(2342 — 2341) = 4683 - 1 = 4683., ou seja, &€ muito
mais rapido do que elevar 2342 ao quadrado e 2341 ao quadrado e calcular sua
diferenga.

4.3.5 Trindmio do 22 Grau do tipo 22 — Sz + P
Vale a pena SABER!!!

As técnicas apresentadas a seguir sdo bastante Uteis para resolver problemas en-
volvendo fungbes polinomiais de 2° grau. Vocé pode ganhar um bom tempo sem
utilizar a férmula resolutiva para equagdes de 2° grau para encontrar as raizes de
um polinémio de grau 2.

No trinémio 2% — Sz + P, S é a soma das raizes e P é o produto das mesmas.
Seja a expressdo z2 — 5z + 6.
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Sabe-se, por um dos casos de produtos notaveis, que:

(x—2)(z—3)=2*—(2+3)r +2-3

Logo,(x —2)(x —3) = 2* — bx + 6

Portanto:

(x — 2)(z — 3) é a forma fatorada da expresséo z* — 5z + 6

Em 2% —52+6 = (z —2)(z—3), 5 (coeficiente de x) é a soma de 2 e 3 e 6(termo independente)
€ o produto de 2 e 3.

De uma forma geral, sendo x, e z, as raizes do trin6mio z?> — Sz + P = 0, onde
S =ux+xz,€ P =1 -2y, asua forma fatorada fica:

22— Sz + P =(x—z1)(x — 2).

Observe como se obtém a forma fatorada de um trinémio do 22 Grau do tipo 22 — Sz + P,
nos seguintes exemplos:

a) Fatoremos 22 — 7z + 12
Teremos que encontrar dois numeros, tais que:

— sua soma seja 7;
— seu produto seja 12.

Como o produto é positivo, 0s numeros procurados devem ter sinais iguais (ambos po-
sitivos ou ambos negativos). E como a soma € positiva, concluimos que ambos os
nameros sao positivos.

Decompondo o numero 12 e fazendo as alternativas possiveis a partir do produto, te-
mos:

12 | 2

6 |2
313

1

Logo:
se3d-4=12
e3+4="1,

0s numeros procurados sao 3 e 4. Portanto:
2?2 —Tr+12= (x — 3)(z —4)

b) Fatoremos z? + 3z — 10
Note que:

i) 22+ 3z — 10 = 22 — (=3)z + (—10)
i) 10=5-2
Teremos que encontrar dois numeros, tais que:

— sua soma seja -3;
— seu produto seja -10.
Neste caso, como o produto é negativo, 0s numeros procurados devem ter sinais con-

trarios. A soma € negativa, donde se conclui que o maior nimero, em valor absoluto, é
negativo.
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Como (2) - (—=5) = —10

e2—5=-3,

0S numeros sao 2 e -5.

Portanto:

24+ 3r—10= (z —2)(x — (-H)) =
(x —2)(x +5)

c) Fatoremos 2> —x — 20
Para fatora-lo, termos que encontrar dois numeros, tais que:

— sua soma seja 1;

— seu produto seja -20.

Como —4-5=-20

e—4+5=1

0S numeros procurados sao -4 e 5.
Portanto:

22 —2—-20=(r—(—-4))(z —5) =
(x+4)(x —5)

4.3.6 Fatoracao de Expressoes Combinadas

Algumas expressdes admitem fatoragdo com emprego de mais de um caso. Nesta situacao
basta aplicar sucessivamente os casos possiveis sempre que for oportuno, comecando pelo
caso de colocacao de um fator comum em evidencia.

Exemplos:

Obter as formas fatoradas das expressdes seguintes:

a) bxt — 4522
5% € um fator comum, Logo:
= 5z%(2? — 9) ; 22 — 9 é a diferenga de quadrados
= 52?(z + 3)(z — 3)

b) 4z* — 1623y + 1622y>
422 é um fator comum, Logo:

= 42?(2* — 4oy + 4y?) ; v* — 4ay + 4y* é o quadrado perfeito. Logo:
= 42%(z — 2y)?

4.3.7 Soma ou Diferenca de Dois Cubos

 Soma de dois cubos:
a® + b = (a+ b)(a® — ab+ b?)

+ Diferenca de dois cubos:
a® —b® = (a — b)(a® + ab + b?)

Exemplos:

Fatorar os seguintes polinémios
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a) 2% +2y° =
=2(z° +y°) =
=2(z +y)(2® — 2y + )

b) 523 — 5y® =
=5(2® —y’) =
=5(z —y)(2° + 2y +y°)

4.4 Fracoes Algébricas

441 M.d.c e M.m.c de Polinomios

As mesmas regras de m.m.c. e m.d.c para niumeros naturais sdo aplicadas em monémios e
polinémios.
Exemplos:

1. 10a%b e 15a3b*

12)Fatorando os coeficientes dos monémios, temos:
10a’b=2-5-a-b
15a3b* =3-5-a° - b*

29)Aplicando as definicbes de m.d.c e m.m.c, vem:

m.d.c(10a?b; 15a3b?) =5 - a* - b = 5ab

m.m.c(10a?b; 15a36*) =2-3-5-a% - b* =

= 30a3b*

2. 5a’xy;—50ax? e 35a’y?
12)Fatorando os coeficientes dos monémios, temos:
Salry =5-a%-x -y
—50az? = —2-5%-a - x?
35a3y3 =5-7-a3 4

29)Aplicando as definigbes de m.d.c e m.m.c, vem:
m.d.c(5a’zy; —50ax?; 35a3y3) = 5 - a = 5a
m.m.c(5a*zy; —50az3; 35a3y®) = 2- 5% - 7-a® - 22 - y3 = 350a2%y>

Convém observar que se pode admitir, por convencao, que o m.d.c € 0 m.m.c de mond-
mios tenham sempre um coeficiente positivo.

3. 22 —4ex?+ 2z
Fatorando as expressdes, temos:
2 —4=(x+2) (x—2)
{ v’ +2x==x-(x+2) --+ forma fatorada
Observacao: Note que z, (z + 2) e (x — 2) sé@o os fatores, assim:
m.d.c(z? — 4;2% + 2z) = (x + 2)
m.m.c(z®> —4;2° + 2z) =z - (z +2) - (z — 2)

4. v — a2’ —ad’ e x? — 2ax + a?
Fatorando as expressdes, temos:
r—a=(x—a) --+ forma fatorada
?—a?=(x—a) (v+a)
r? — 2ax + a* = (v — a)?
entao:
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m.d.c(x — a; 22 — a?;2% — 2ax + a?) = (x — a)
m.m.c(z — a; 2 — a? 2* — 2az + a*) =
= (z—a)*(z +a)

4.4.2 Definicao de Fracoes Algébricas

Chama-se fracao algébrica o quociente indicado de dois polinbmios, onde o polinémio do
denominador tem pelo menos grau 1.

4.4.3 Simplificacao de Fracoes Algébricas

Multiplicando-se ou dividindo-se os termos (numerador € denominador) de uma fracao algé-
brica por uma mesma expressao, ndo nula, a fracao obtida é equivalente a fragcao dada.
Exemplos:

Simplifique as seguintes expressoes algébricas:

] 42% — 4
" 822 — 162 + 8
Fatorando convenientemente os termos da fragao:

4 —4 A2 -1) Ae+1)(z—1) (z+1)  x+1
822 — 165 +8 8(z2—2z+1)  gx—-1¢  2(@-1) 2z-2
Cancelam-se os fatores comuns: 4(z — 1)

5 2’ —x
4dxr — 14

Fatorando convenientemente os termos da fragao:

-z xlz—1]

dr —4 4lz—1 4

Cancelam-se o fator comum: (z — 1)

Observacao:

Isso NAO PODE!!!

A simplificacdo de uma fracao algébrica nao pode ser feita da forma:

T+ . - a+ T ) -

———, pois 3 nao representa um fator, no | ——, pois a ndo representa um fator, no
a—Y

caso caso.

4.4.4 Operacoes com Fracoes Algébricas
Adicoes e Subtracoes

Veremos as adi¢des e subtragdes nos exemplos a seguir:

12 caso: Os denominadores sao iguais: Neste caso, basta dar ao resultado o denominador
comum e efetuar as operacgdes indicadas nos numeradores.

Exemplo:

Efetuar a seguinte soma algébrica:
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T 142z 2—=x
z—1 2—-1 z-1
T I+z 2—-x
r—1 2—1 z—-1
v+ (1+2)—(2—2)
= — =
z+14+x—-242 3z-—1

r—1 r—1

2° caso: Os denominadores sao diferentes: Para adicionar ou subtrair fragcdes algébricas,
aplicamos 0 mesmo procedimento usado com os numeros fracionarios: obtemos fracdes equi-
valentes e que tenham o mesmo denominador que pode ser o MMC entre os denominadores.
Exemplos:

Efetuar as seguintes somas algébricas:

x x?—1
xr+y a2 —y?

Célculo do m.m.c dos denominadores:
r+y=(x+vy)

=y’ = (z+y)(z—y)

m.m.c(z +y, 2*> — %)= (x + y)(z — y) ou z* — 32

T xQ—l_
4y a2—y?
r(r—y) 2*-1

xQ—yz x?_yQ_
ZZ—xy—ﬁ—i-l_l—xy
132—3/2 _xz—y2

a2—|—a+ 2 n 1
a?2—9 a—3 a+3

Célculo do m.m.c dos denominadores:
a*>—9=(a+3)(a—3)

a—3=(a—3)
a+3=(a+3)
m.m.c(a®* —9,a — 3,a+ 3)= (a + 3)(a — 3)
a*+a 2 L
PR R S

a+a 2 1

Tt a—3 "a=3 a3

_ad®+a+2a+3)+(@—3)
B (a+3)(a—3) B
_ad®+a+2a+6+a—3
B (a+3)(a—3)

a’ +4a+3

(a+3)(a—3)
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_ (a4+38J(a+1) a+1

- (a+3)(a—3) a-—3

Multiplicacoes e Divisoes

Sabemos que:

a-c

¢
d b

Sl
SH

ol

a
b

Sl S
ISH e

()

S|
SH

S

- C

CAPITULO 4.

EXPRESSOES POLINOMIAIS

O mesmo procedimento se aplica a quaisquer fracoes algébricas, conforme segue.
Exemplos: Efetuar os seguintes produtos e divisdes de fragdes algébricas:

1.

a—1 42% -2

2z a?—1
a—1 42°—2z a—1 2z2z-1)
2z a2—1 2z (a+1)(a—1)

Simplificando antes de multiplicar, temos:

a—T 262z —1)

_2x—1

27 (a+Dla—1 a

22 +6x+9

2+ 6x+9

2z

_$2+65E+9

+1

ZC2

2 +6
22

(z + 3)?

2z

1.2

2x

2(z + 3)

.2x+6:

Simplificar antes de multiplicar:

(z + 3)? a? (2 43) v
%  2-(z+3] 2 2
x(r+3) 2?43z
4 4

Potenciacao da Fracoes Algébricas

Sabemos que (%)n = —.

n

bn
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A partir dai, podemos calcular a poténcia n-ésima de fracbes algébricas, como nos exem-
plos seguintes.

" <m—1)2
r+1

(x—1? 2*—2z+1
(x+1)2 22+2r+1




Capitulo 5

Equacoes e Funcoes Polinomiais de 2°
Grau

5.1 Equacoes de 22 Grau
Definicao

Denomina-se equacao do 2° grau com uma variavel toda equacao da forma:

ar?+br+c=

0 onde x é a variavel coma, b, ce Rea # 0

Assim, sdo equacdes do 2° grau com uma variavel:

e 202 — br + 2 =0 — avariavel é z,
a=2,b=-5,c=2

s y> +5y —6=0— avariavel é v,
a,:].,b:5acz_6

e 22 -9 =0 — avariavel é z,
a=1,b=0,c=-9

5.1.1 Coeficientes da Equacao do 22 Grau

Os numeros reais a, b, ¢ sdo denominados coe ficientes da equacao do 2° grau, e:
? a é sempre o coeficiente em z?;
? b é sempre o coeficiente em z;
? ¢ € chamado termo independente ou termo constante.

5.1.2 Equacoes Completas e Equacoes Incompletas

Sabemos, pela definicdo, que o coeficiente a € sempre diferente de zero, porém, os coeficien-
tes b e c podem ser nulos. Assim:

a) Quando b e ¢ séo diferentes de zero, a equacgao se diz completa.

Exemplos:

88
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202 —3x+1=0
v —4dy+4=0 — Equacgdes completas
—5t2+2t+3=0

b) Quando b =00uc=00ub=c=0,aequacgao se dizincompleta.

Nesse caso, é costume escrever a equacao sem o termo de coeficiente nulo.
Exemplos:

2> —4 =0, em que b = 0 — nao esta escrito o termo em =

y? + 3y = 0, em que ¢ = 0 — n&o est4 escrito o termo independente

522 = 0, em que b = ¢ = ) — nao estdo escritos o termo em = e o termo independente

5.1.3 Raizes de uma Equacao do 2° Grau

Vamos considerar as equagdes do 2°grau no universo dos numeros reais (R), a fim de obter-
mos o conjunto-solucao de cada uma delas.
Observe as equacgdes a seguir:

a)z?—5r+6=0 b) 522 — 202 =0
Se substituirmos z por 2 ou por 3, temos: | Substituindo = por zero ou por 4, temos:
22 -5.24+6=4—-10+6=0 5-02—-20-0=0—-0=0
ou ou
32-5-3+6=9-15+6=0 5-42-20-4=80—-80=0
Dizemos, assim, que 2 ou 3 sdo raizes da | Entao, zero e 4 sao raizes da equacao
equacido 22 — 52 +6 =0 522 — 20z =0

Chama-se raiz da uma equacao do 2° grau o numero real que, substiuido
no lugar da incégnita, torna a sentenca matematica verdadeira.

5.1.4 Resolucao de Equacoes Incompletas

Resolver uma equacéo significa determinar o conjunto solucao dessa equacao. Inicialmente,
observamos que:
19)Sea-b=0,entdo,a=00ub=0
N
1¢ fator 2° fator
29) Se 2? = a, entdo, z = +\/a

Baseados nestes conhecimentos, veremos, por meio de exemplos, como resolver uma
equacao incompleta do 2° grau.
12 caso: A equacao é da forma ax? + bz = 0 onde ¢ = 0
Resolver as seguintes equacdes incompletas do 2° grau, sendo U = R
222 -52x=0
x - (xr —5) =0 — colocando o x em evidéncia
z(r—5)=0=

x =0 (raiz da equagao)
ou S={0,5}
xr—5=0= x=>5(raiz da equagao)

22 caso: A equacao é da forma az? +c=0onde b =0

Resolver as seguintes equacdes incompletas do 2° grau, sendo U= R:
1) 22 -16=0

22 = 16 — transpondo o termo independente para o 22 membro

T = :t\/1_6 — pela relacao fundamental
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=14 — /16 € R e éexata: 4
r=-+40Ux=—-4
S={-4,4}

2) 222 +10=0
222 = —10

xz

332

—10
2
-5

T=4v-5—+v/-5¢R
Neste caso, ndo existem em R valores de = que verifiquem a equacao.
S=0

5.1.5 Resolucao de Equacoes Completas

Formula Resolutiva e Discriminante

Para a resolugao das equagdes completas em R, utilizaremos a formula resolutiva conhe-
cida no Brasil como Férmula de Bhaskara.

Faremos, inicialmente, a dedugéo da férmula, considerando a equagéo:

a)

ar’ +bx +c=0,emquea,bcc Rea#0

Multiplicando os dois membros da equacéo por 4a e temos:
az? +br +c=0-(4a)
4a’x? + 4abx 4 4ac = 0

Subtrimos 4ac em ambos os lados da igualdade e temos:
4a’2? + 4abx + 4ac — 4ac = 0 — 4ac
4a’z? + 4abr = —4ac

Adicionamos b? ao dois membros da questdo e temos:
4a’2? + dabz + bi =b> — dac

M
trinbmio quadrado perfeito

Fatoremos o 1° membro da equacéo temos:
(2ax + b)? = b* — 4ac

A expressdo b? — 4ac é denominada discriminante da equacédo, sendo representada
pela letra grega A. Assim:

(2az +b)* = A

2az + b = /A — pela relacdo fundamental, onde temos:

xTr =

%ﬁ onde A = b2 — 4ac —» férmula resolutiva
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A existéncia ou nao de raizes no conjunto R, e o fato de serem duas raizes ou uma
so, depende, exclusivamente de A = b? — 4ac, dai o nome de discriminante que
se da a esta expressao.

Se A > 0 (duas raizes diferentes)

Se A =0 (duas raizes iguais)

Se A < 0, a equagao nao tem raizes reais.

Resolucao de Equacoes Completas
Férmula Resolutiva
* Resolver as seguintes equagdes de 2° grau:

(@) 222 - 32 —-2=0
Como a equacgéo ja esta escrita em forma normal, temos:

a=2
202 —3x—2=0<¢ b=-3
c=—2

A=b—4dac=(-3)?—-4-(2) - (-2)
A =9+ 16 = 25 > 0 (duas raizes diferentes)

—btVA _ —(=3)£v25 _ 345
2a - - 4

2.(2) —

xr =

s={2})
(b) 22+2+6=0
Como a equacéo ja esta escrita em forma normal, temos:

a=1
P?+r+6=0<¢ b=1
c=26

Célculo do discriminante
A=V —4ac=(1)>-4-(1)-(6)
A=1-24=-23<0
Como A < 0, a equacao nao tem raizes reais.
S=0
(c) 2% = 5(2x — 5)
Neste caso, devemos reduzir a equacao para forma normal.

r? =5(22 — 5)
22 =10x — 25

a=1
22 —10x +25 =0 b=—10
e c=25

forma normal
A =b*—4dac = (—10)> —4- (1) - (25)
A =100 — 100 = 0 (duas raizes iguais)

—_

—b _ —(=10) 10 -5

T=3% =720 2
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S= {5}

5.1.6 Equacao Literal Completa

A resolugéo das equacdes literais é feita por meio da férmula resolutiva ja conhecida.
Entretanto, devemos excluir os valores dos coeficientes literais que tornem nulos os denomi-
nadores ou o coeficiente a.

Exemplo: Resolver a equagdo mna? — (m —n)x —1=0 (m #0,n #0).

mnx? — (m—n)r —1=0

coeficiente de z? = mn

coeficiente de v = —(m — n)

termo independente = —1
A=0—4ac=[—-(m—n)>—4-(mn)-(-1)

A =m?—2mn+n?+4mn =

A = m® +2mn +n® = (m +n)?
trindbmio quadrado perfeito
_ —bkvA _ —[=(m=n)]Ey/(m+n)?
T = 2a o 2-(mn)

_ (m—n)x(m+n)
2mn

7 = m-—ntm+n __ 2m __ 1
— 2mn T 2%An T n
" m—n—m-—n 21 __ 1
= — - 1
2mn ;!m% m
1 1
S{—mn

5.1.7 Relacoes Entre os Coeficientes e as Raizes da Equacao do 22 Grau

Considere a equacao axz? + bz + ¢ = 0 e suponhamos A > 0, casos em que existem raizes
reais z’ e x”, diferentes ou iguais.

Entao, entre as raizes z’ e 2" e os coeficientes a,b e ¢ desta equacao, estabeleceremos as
seguintes relagdes:

12 relacao: Se A > 0, temos:
_ —btVA _ —b—VA
x’ T.;—a (I) e 2" = =52= (ll)
Adicionando membro a membro (I) e (Il) , temos:
4 = 7b42rC:/Z + 765(;/Z

4 = — b

'+ = ?Z@ ==t
Dai:

A soma das raizes é igual a =2,ou seja, 2’ + 2" = =2

22 relacao: Se A > 0, temos:

7 = —b;—;/ﬁ (l) e — —b;;/ﬁ (”)

Multiplicando membro a membro (1) e (ll) , temos:
2o — —b+VA | —b—VA
2a 2a
2 — (=0)2-(VA)? _ p2-A _

4a? T 4a? T
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/ 1 b2 —(b%—4ac) }yz/ 1 dac
€T -x 4a2 4a? -
1o Ade ¢
xr -xr = é;% =4
Dai:

O produto das raizes € igual a ¢,ou seja, 2’ - 2" = £

Exemplo: Dada a equagéo 3z% — 10z + 3 = 0, temos:

o soma das raizes — 2’ + 2" = =2 = ~(10 10
e produto das raizes — 1z’ - 2" = £ =3 =1
a=3
Verificagdo: 322 — 10z +3 =0 b=-10
c=3
A= (=102 —4-(3)-(3) =100 — 36 = 64
wis [ ¥ =F =3 {x—i—x _3+':%1:%
=76 53 _1 —7
6 ~{l‘//:(—3:§ {L'/ .I” 3}1—1
OBSERVACAO: Se a = 1, estas relacoes podem ser escritas:
¥+ = ’Tb = 2+2"=-b
x/.x/lzg :> I‘I~ZE”=C

1

Formacao de uma Equacao do 2° Grau, Dadas as Raizes

O problema consiste em formar uma equagao do 2° grau que tenha dois numeros dados (2

z”") como raizes.
Se consideramos a = 1, a expressao procurada é z2 + bz + ¢ = 0.
Pelas relagdes entre coeficientes e raizes, temos:

' +a"=-b — b= —(2' +2")

2" =c = c=2a-12"

Dai temos:

2 2 / " / "

T br+c=0=z*— (2 +2)x+2 -2°=0
+ b + (" +2")x +

soma produto

Representando-se ' + 2" =S e ' -2” = P, temos a equacao:

2 —Sr+P=0

Exemplos:

1. Escrever a equacao do 2°grau cujas raizes sao os numeros 2 e —5.

—Sr+P=0

S=a'+2"=2+(-5)=—

P=a-2"=2.(=-5)=-10
Substituindo na equacéo, temos:
r? — (=3)x + (—10) =0

| 27 + 32 — 10 = 0 |— equagéo procurada

2. Escrever a equacgao do 2° grau cujas raizes sao os numeros %

2
e —2.

93
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Substituindo na equacéo, temos:
2~ (f)a+ (1) =0

| 27 — 552 — £ = 0 |— equagéo procurada

5.1.8 Equacoes Irracionais

Denomina-se equacao irracional toda equagao que contém a variavel ou incégnita no radi-
cando.
Exemplos:

* Sao equacgobes irracionais:

(@ vz +3=2

(b) vz —-2=0

(€) Va2 —=3z—-4=0

(d) vVr—1=2
Resolucao

O conjunto universo da variavel, numa equacéao irracional, é o conjunto R. Entretanto, deve-
mos lembrar que os radicais de indice par somente tém significado em R quando o radicando
for maior ou igual a zero.

A resolucao de uma equacao irracional é feita elevando-se ambos os membros da equacgao
a uma poténcia conveniente, a fim de transforma-la numa equacao racional, que ja sabemos
resolver.

Exemplos:

* Resolver as seguintes equagdes:

(@ vVr+5=x—1(comzx > —5).
vVx+5=x—1 —— oradical se encontra isolado num dos membros
(Vr +5)? = (z —1)> — elevamos ambos os membros ao quadrado
r+5=2>-2x+1
r+5—224+2x—-1=0
224+ 3x+4=0
2?2 —3x —4=0 — equacdo racional a ser resolvida

A =25 )
__ 345 =4
TET "= -1

Verificacao: vamos verificar qual ou quais valores de z satisfazem a equacéo irra-

cional dada.
r=4 —VAi+5=4-1
V9 =3

3=3
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r=—1 —+/—-14+5=-1-1
Vi = -2

24 -2

O valor = = 4 verifica a equagéo dada.

O valor x = —1 nao verifica a equacao dada.

S= {4}, pois —1 € uma raiz estranha a esta equacao irracional.

* OBSERVACAO IMPORTANTE: A verificagdo das raizes obtidas na equacéo raci-
onal é sempre necessaria, pois a elevagcdao de ambos os membros da equacgéo a
uma poténcia pode introduzir raizes estranhas a equacgao dada.

VI + vz +8)%=(2)?

r++v/x+8=4 — eliminamos o radical mais externo
x — isolamos o radical no 12 membro

(Ve +8)?=(4—x)?

x4+ 8 =16 — 8z + 22

r+8—-16+8x—22=0

—22+92+8=0

2?2 —9x 4+ 8 =0 — equacdo racional a ser resolvida

A=81-32=49

!
=8
" 917{

2 =1
Verificacao:
=8 — /8+/8+8=2
8+ V16 =2
V8¥4=2

V12 # 2 ( N&o verifica a equagao)

2 = 2(Verifica a equacgao)

S = {1}
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5.2 Funcao Polinomial de 22 Grau

Uma fungéo do tipo f(z) = az? + bx + cou y = ax? + bx + ccom a € R*, b, c € R definida para
todo x real € denominada fungdo polinomial de 2° grau ou fungdo quadratica. Nessa funcao,
a, b € c sdo denominados de coeficientes.

Exemplos:
1. Encontre os coeficientes «a, b e ¢ das seguintes fungdes quadraticas:

@) f(z)=222+3z—1 (a=2,b=3, c=-1)
b) f(z)=—-2*+1 (a=-1,b=0,c=1)
(c) y = bax? — 8z (a=5,b=-8, ¢c=0)

2. Considere a fungdo quadratica f(z) = az® + bz + ¢. Sabendo que f(0) =4, f(2) =2e
f(—2) = —2, escreva a fungéo f.
fO)=4=c=4 (I
f2)=2=4a+2b+c=2 (II)
f(=2)=—-2=4a—2b+c=-2 (III)
Substituindo-se (1) em (I1) e (I11), vem:
da +2b+4=2 = 4a+2b= -2
da —2b+4=—-2=4a—2b=—6 (1)

8a = —8

a=-1
Da equagéo (I1), temos:
da+2b+c=2=—-4+2b+4=2=0=1
Entdo:a=—-1,0=1ec=4
Como f(z) =ax®>+bx +c= f(z)=—2*>+z+4

5.2.1 Raizes ou Zeros da Funcao Quadratica

Seja f(z) = az®+bx +c, basta fazer f(x) = 0 para encontrarmos as raizes ou zeros da fungao
quadratica. Assim, temos az? + bz + ¢ = 0, onde podemos ter varias maneiras de encontrar
as raizes (solucdo da equacgao de 2° grau).

Exemplos:

Encontre os zeros ou raizes das seguintes funcoes reais:
1. flz) =22+ 2z

Utilizando a férmula resolutiva: Utilizando outro método:
flx) =2 +2x = 2> +22 =0 2422 =0
a=1,b=2¢=0 E uma equacéao incompleta, logo:
A=0—4ac z(x+2)=0
A=22—-4.(1).000=4-0 r=00uz+2=0
A= Logo as raizes sao:

_ =bEVA 244 242 _ _
r=—"="==5"="=5"= r=0ex=-2

—242 _ 0 —2-2 _ -4 _

v=Gr=g=00m=""=5=-2
Raizes: z1 =0e xzy = —2
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2. f(x)=a2*—=Tx+10
flx)=0= 2> -T2z +10=0
a=1b=-7¢=10

A=0—4a.c

A = (=7)% — 4.(1).(10) = 49 — 40
A=9

 —bEVA

v 2.a

(=N EVY

_7:1:32.1

Raizes: 2, =5eaxy =2
Podemos utilizar o método da soma e produto das raizes, temos:

* a soma das raizes seja 7.
* 0 produto das raizes seja 10.

Os numeros procurados séo 2 e 5.
Logo, asraizessdor; =2ex3 =5

3. fz)=4—2*
f#)=0= —2?+4=0a=-1,b=0,c=4
A=b—4a.c
A = (0)? — 4.(~1).(4)
A =16
~b+ VA
T 2.a
)£V
o 2.(-1)
L T T T r:

Raizes: 2, = —2e x5 =2
Como essa equacao é incompleta, podemos resolver utilizando outro método:

4—22=0
|
22 =4

x:j:\/é_l

r=d2=11=2€1y = -2

4. f(z)=2*+4z+5
fx)=2*+42+5=2>+42+5=0
A=0—4ac=(4)?—-4(1).(5) =16 —20 = —4

Como A < 0, a equagao nao possui raizes reais, logo f(z) ndo corta o eixo dos .

5.2.2 Grafico da Funcao Quadratica

A representacdo de uma fungao quadratica de t em & é uma parabola.
Exemplos:
Tracar o grafico das seguintes funcdées quadraticas:
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1. flx) =2* — 8z + 12

Podemos montar uma tabela:
r|y=2a°—8x+12
0 12
2 0
4 -4
6 0

Esbog¢ando o grafico temos:
= GeaGebra

I - r :
: 120D

@ fiy=x?-8x+ 12
10
Raiz(f)
@ 8
— A=(2,0)
6
@ - B=(0
a4
C = Extremo(f)
o
— (4.-4) 2
: A 1.
Intersecao(f, EixoY) . B X
@) 4 12 -0 -8 -6 4 -2 0 4 8 o 12 g
— D=1(0,12)
-2
t Q
+ | )
7 N b
=

2. f(z)=—2?+8x —12
Montando uma tabela:

r|y=—2°+8x — 12
0 -12
2 0
4 4
6 0
Esbog¢ando o grafico temos:
= GeoGebra
L : c.
O fy—ox48x-12 :
2
® Raiz(f) : a 5 |
—~ A=(2,0) <12-H1=10+11-8 6 ) 210 4 8 10 12 14
® -B=(60 £
) C = Extremo(f) -4
— (4, 4) -6
o
) Intersecdo(f, EixoY) : -8
~ D=(0.-12) H a
+ Entrada... Q
-128p
==

Para representar o grafico da fungao quadratica, é importante destacar a analise do coe-
ficiente a:

* se a > 0, o grafico € uma pardbola com a concavidade voltada para cima.

* se a < 0, o gréfico € uma pardbola com a concavidade voltada para baixo.
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5.2.3 Vértice da Parabola
Coordenadas do Vértice

A parabola que representa o gréafico de f(x) = ax? + bx + ¢, passa por um ponto V, chamado
de vértice, cujas coordenadas sao:

* z, = — L (abscissa)
* y, = — £ (ordenada)

Logo, o vértice da pardbola é o ponto V = (-, —2).

T 200 4a

Observagdes: 1 SSO &€ importante!!!

Ponto de Maximo ou de Minimo de Uma Funcao Quadratica

» Se tracarmos uma reta paralela ao eixo y que passe pelo vértice, estaremos determi-
nando o eixo de simetria da parabola.

* Quando y assume o menor valor da fungao, temos um ponto de minimo. |Isso acontece
qguando a > 0, logo o valor minimo da funcao é y,.

* Quando y assume o maior valor da fungao, temos um ponto de maximo. 1sso acontece

quando a < 0, logo o valor maximo da funcéao é y,.

Imagem da Funcao Quadratica

De modo geral, dada a fungéo f : ® — R tal que f(z) = az* + bx + ¢, com a # 0, se V(z,, y,)
€ o0 vértice da parabola correspondente, temos entao:

*a>0<«y,éovalorminimode f < Im(f)={y € Rly > y,}
*a<0«&y,éovalormaximode f < Im(f) ={y e Ry <y}
Exemplos:

Nas seguintes fungdes, determinar as coordenadas do vértice da parabola dizendo se esse

ponto é maximo ou minimo. Encontre também a imagem de f.

1. flx) =22 +22 -3

Resolucgao:
Temosa=1, b=2ec= —3,entdo A =22 — 4.1.(-3) = 16.
Assim:
b2 2
T T T 21T 2T
A 16 16
yU:__:__:__:_4
4a 4.1 4
V= (-1,-4)

Como a =1 (a > 0), entdo a funcdo admite um ponto de minimo.
O valor minimo da fungéo é y, = —4
Logo Im(f) = {y € R|ly > —4}
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Veja o grafico:
= GeaGebra

BT

fiy=x2+2x-3

2

[N}

-

Raiz(f)
- A=(3,0)

~ B=(10)

C = Extremo(f)

@ @ @ O

- (-1, -4)

Intersec3o(f, EixoY)
— D=(0,-3)

— -4
Vertice, = (-1, -4) a

@ Veértice =

= Entrada...

Cflr) =222 +42+6

Resolugao:
Temosa= -2, b=4ec=0,entdo A = 4% — 4.(—2).(6) = 16 + 48 = 64.
Assim:

-4 -4

20 2.(-2) -4 !
A —64 —64
W T T 42T T 8
V =(1,8)
Como a = —2 (a < 0), entdo a funcdo admite um ponto de maximo.
O valor maximo da funcéo é y, = 8
Logo Im(f) ={y € Ry < 8}
Veja o grafico:

= GeoGebra

i - :
N <

O ffy=-2+4x+6

Ty =

8

Raiz(f)
— A=(-1,0)

—~ B=(3.0)

C = Extremo(f)
- (1.8
Intersecdo(f, EixoY)

—~ D=(0,6)

Vértice

Entrada.
5 4 3 L2 f. 0

+

5.2.4 Ponto de interseccao da parabola com o eixo y

Para determinar as coordenadas desse ponto, basta substituir « por 0 na funcao:

y=a(0)?+b0)+c=y=c

Assim, quando = = 0 = y = ¢ --> O coeficiente ¢ o intercepto y.
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Exemplos:
Dada as seguintes fungdes quadraticas, encontre o intercepto y da parabola:

1. y=a2?>—4x+3
Para encontramos a interseccéo da parabola com o eixo y vamos substituir o = por 0:
y=(0%2-40)+3=y=3

= GeaGebra

O ffy=x>-4x+3
Raiz(f
@) aiz(f) Interceptoy 3@ D=(0, 3)
— A=(1,0)
2
. — B = (3, 0)
C = Extremo(f) : 1
@
— (2. -1) A ! X

P i 3 2 1 0 2 3 2 5 6 7
Intersec3o(f, EixoY) :
O]
— D=(0,3) K
@

Intercepto y : 2

2o (> w

Entrada

f(x) = —22% + 3z + 2
fO)=y=—=202+30)+2=y=2

= GeaGebra
- y
O fy=-22+3x+2 : 4
Raiz(f)
@
— A =(-05,0)
Interceptoy 2
© =0
C = Extremo(f)
@
— (0.75, 3.125) X
5 4 -3 2 1 3 4 5 6 7
Intersecao(f, EixoY
N (F.EixoY) : ”
— D=(0,2)
@
® Intercepto y 2
Q
+ -3
=

5.2.5 Forma Pratica para Construcao do Grafico de uma Funcao Qua-
dratica
Podemos construir de modo facil e pratico o gréfico da fungao quadratica:
« fazendo a analise do coeficiente a,
* encontrado os zeros da fungao,
» encontrando as coordenadas do vértice da parabola,
* encontrando o intercepto y.

Exemplo:
Construa o grafico das fungoes:
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1. y=a%+42 -5
Note que:

* a =1 >0, entdo a parabola tem concavidade para cima,

* as raizes ou zeros da fungéo sdo as raizes da equacgdo 2% + 4x — 5 = 0:
onde temos que:
— asomadasraizes é S = —4,
— 0 produto das raizes é P = —5
— 0S numeros procurados sao0: r; = —5 € x5 = 1 --3 Pode ser utilizada a formula resolutiva

para encontrar as raizes da equagao

» as coordenadas do vértice séo:
—b —4

— Ty === -2
2% 2.1
LA —(#-41(5)  —(16+20) =36
Vo= g~ 11 B A 1

- logo V. =(-2,-9)
* por fim, o intercepto y, isto €, onde a parabola corta o eixo y, que é y = —5.

Assim temos o grafico com os elementos acima:

= GeoGebra Calculadora Gréfica < H# ENTRAR.

w ! )
. 1
Raiz Raiz
A=(5,0) B=(1,0) x
-14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 B -3 -2 -1 o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1

s®D = (0, -5) Intercepto y

Vértice

2. f(z)=—2*+2x
Note que:

* a = —1 < 0, entdo a parabola tem concavidade para baixo,

* as raizes ou zeros da funcdo sdo as raizes da equagdo —z? + 2z = 0:
onde temos que:

- —2+2r=0—z(-z+2)=0—>x=00Uz =2
— 0s nimeros procurados sd0: z; = 0 e x5 = 2

 as coordenadas do vértice sao:
-b =2 =2
T2 2.(-1) -2
—-A  —(2?—4.(-1).(0)) —-4-0 -4

4a 4.(—1) 4 —4

1

_I’U

= Yv =
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- logoV =(1,1)

* por fim, o intercepto y, isto €, onde a parabola corta o eixo y, que é y = 0.
Assim temos o grafico com os elementos acima:

= GeoGebra

o~ 2 f o3

Vértice  Cc=(1,1)

f )
Raiz

Raiz| 4 _ (0, 0) B=(20) x
a4 -3 -2 -1 o/D=(0,0) 1
Intercepto

w
-
w
o
~

5.2.6 Estudo do Sinal da Funcao Quadratica

Para estudar o sinal da fungdo real f(x) = az? + bz + ¢, a # 0, temos que considerar o valor
do discriminante A e o sinal do coeficiente a.
Através de alguns exemplos, veremos como funciona o estudo do sinal da fung&o quadratica.

1°Caso - A > 0: a funcao admite raizes reais e distintas

 para valores de x entre as duas raizes x; € x5, a funcao tem sinal contrario de «,

* para valores de x situados fora do intervalo das raizes, a fungéo tem o mesmo sinal de
a.

Exemplos:
Estude o sinal das seguintes funcbées quadraticas em R:

a) f(z)=a*—-22—3

s A=b—dac=(-2)?—-41.(-3)=16>0
* As raizes da funcao sao:
—(=2)£V16 244 6
= =
2.1 2 2
* Grafico de f(z):
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= GeoaGebra
B ¢ m < S of o
O r y=x?-2x-3 3
) Raiz(f) ys0 2 y>0
— A=(-1,0) i mesmo sinal de a ] mesmo sinal de a
b+ o+ R
@ -8B=03.0 B .
o CoEmld SRS R S R AR,
- (-9 y<0
) Intersecdo(f, EixoY) Py
—~ D=(0,-3)
Q
Q
=
+ Estudo do sinal da fungéo:
f(z) >0paraz < —louxz >3
f(z)<Opara—1<xz<3
f(z)=0paraz=—-1louxz=3
b) f(z)=—2?+52—6
e A= —dac=(5) —4.(=1).(=6) =1 > 0
* As raizes da funcao sao:
(=5)+v1 —5+1 A 6
= = > 1rn===2 € IT9===3
2.(—1) —2 =2 -2
+ Gréfico de f(z):
= GeoGebra
B & m . - ’ o
@ fiy=-x*+5x-6 ! :
&) Raiz(f) :
— A=(2,0) sinal contrérig%&{g )
@ -_8-0309 : T T L [
C = Extremo(f) : mesmo sinal de a f mesmo sinal de a
(@) B 1 y<0 y<0
— (25,0.25)
o) Intersegdo(f, EixoY) ﬁ
—~ D=(0.6) — 2 :
Q
Q
=

 Estudo do sinal da fung&o:
flx) >0para2 <z <3
f(z)<Oparaz <2oux >3
f(z)=0paraz=20ux =3
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2°caso - A = 0: a funcao admite duas raizes reais e iguais

Para qualquer valor real de x diferente das raizes x; e x,, a fungdo tem o mesmo sinal de a.
Exemplo:
Estude o sinal da seguinte funcdo quadratica em R:

*flx)=a2>—6x+9

*« Como a =1 >0, o sinal de a é positivo.
A= —4ac=(—6)2 —4.1.(9) =36 — 36 = 0
As raizes da funcao sao:

_(_6):l:\/6_6j:0 _6—0_6_3 e _6—0_6_3
= = =T =" T3~ Ty =" =5 =
2.1 2
+ Gréfico de f(z):
= GeoGebra
y
- :
O y=x2-6x+9 i e
) Raiz(f) 3
—~ A=(3,0)
— B indefinido : i
C = Extremo(f) )
— (3,0 mesmo sinal de a mesmo sinal de a
A+ ++++++++
Intersecdo(f, EixoY) ® X
(@) 2 1 0 1 2 A 4 5 6 7 8 ~
~ D=(0,9)
1y &
Q
-2 ra
e |

+ Estudo do sinal da fungao:
f(z)>0paraz +# 3
f(z)y=0paraz =3
32 Caso - A < 0: a funcao nao admite raizes reais

Para qualquer valor real de = a fungédo tem o mesmo sinal de a.
Exemplo:

Estude a varicao de sinal da seguinte fun¢ao quadratica em R:

*y=2—-2r+3

* Como a =1 > 0, o sinal de a é positivo.
e A=b—dac=(-2)>—-4(1)3=4-12=-8<0
* Sendo A < 0, a fungdo nao admite raizes reais.
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 Grafico de f(z):

= GeeGebra

- y
T i o
@ + y=x>-2x+3 ;
. AW
A = Raiz(f :
aiz(f) THEE AT + o+
— A indefinid
indefinido g0 3 >0
—. B indefinido : mesmo sinal de a mesmo sinal de a
: 2
) C = Extremo(f) : a
-2
1
Intersegao(f, EixoY)
L
— D=0, 3) il
2 a1 0 1 2 3 4 s 6 7 8
Q
: Q
Em

+ Estudo do sinal da fungao:
Para qualquer valor real de x, a funcédo tem sinal de «, ou seja, y > 0.
f(z) >0 Ve e R

5.2.7 Exercicios Resolvidos

1. Dado o grafico de uma funcao quadratica, descubra a sua lei de formacéo.

= GeoGebra

fo

Pelo grafico conseguimos identificar alguns elementos:

* a > 0, pois a concavidade da parabola esta voltada para cima;

* asraizessdo r; = —1 e zy = 3;

* 0 vértice da parébola é o ponto V' (1, —4);

* 0 coeficiente ¢ = —3.
Podemos escrever uma fung¢do quadratica da seguinte forma: y = (v — 1) (z — x3). Logo,
temos:

y=(x—(-1)(z—3) =y =(z+1)(x—3) =y =2>—22—3 que é a sua lei de formagéo,
pois a > 0 e o intercepto y é —3.
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2. Quais séo os pontos de interseccdo da reta y = —x + 3 com a parédbola y = 22 — 4x + 3?

Fazendo o esbog¢o dos graficos num mesmo plano cartesiano, temos:
= GeoGebra

LY

Mas ndo podemos usar o desenho para resolver o problema, assim para encontrar tais
pontos que sdo comum a reta e a parabola igualamos as duas expressoes:

> —4r+3=—-a+3=>22-4r+2+3-3=0= 22— 32z =0 que é uma equacgdo
incompleta onde resolvendo, temos:

z(r—3)=0=z=00ux=3.

Substituindo esses valores na equacao da reta ou da parabola (ja que sado pontos co-
muns) teremos o0s pontos de interseccao do grafico das duas funcoes:

Vamos substitui-los na equacgao da reta:

* y=—(0) + 3 = 3, logo temos o ponto (0, 3)
« y=—(3)+3 =0, logo temos o ponto (3,0)

gue sdo os pontos de intersec¢do da reta com a parabola.
3. Construa o grafico e determine o dominio e a imagem da seguinte fungéo real:
o y=|2?—6x+ 8|

Pela definicdo de médulo:
22 —6x+8,sex? —6x+8>0
|z — 6z + 8| =14 ou
—(2* —6x+8),se 22 — 6 +8 <0
Para melhor definir os intervalos da variavel =, vamos fazer o estudo do sinal de y =
2?2 — 6z + 8
22 —6x+8=0
Raizes: =2 ou =z =4
22 —6x+8>0 <2 ou x>4
2 —6br+8<0&e2<xr<4
Podemos entdo escrever a fungao da seguinte forma:

) f(z) =22 —6xr+8paraxr <2 ou x >4

) f(z)=—(2? —6z+8)para2 <z <4
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Il Colocando (l) e (Il) num mesmo plano cartesiano:

= GeoGebra
— y
s f °
© 1 =x-6xrs (x<2) : ;
) g(x) = —(x* -~ 6x+8), (2<x<4):
2
@ h(x) = —6x+8, (x>4)
+ +
X
4 3 -2 1 ] 6 7 8 9
-1
A
2 Q
3 Q
=

D(f) =Re Im(f) =Ry

4. O vértice da parabolay = —x?+max+n é V(3,1), qual o valor de m e n, respectivamente?
Sabemos que 0 z, = 5> =3 eque oy, = 3= = 1, logo:

. 3:%:>3:%:>m:6,
o 1 —(m2—4.(-1)n _ —(6%2+4n)

=86-in ] o 36— dn=-4= —dn=—4+36= —dn=32=n=—8

Assim,m=6en = —8



Capitulo 6

Expressoes e Funcao Exponencial

6.1 Funcao Exponencial
Definicao

Uma fungdo exponencial associa um numero real = a um numero do tipo a”, onde a > 0 e
a # 1. Assim:

fiR—= R
flz) =a”

é uma fungéo exponencial.
De uma forma mais geral, uma fungdo f : ® — R* definida por f(z) = z¢ - a®, zg # 0, a >
0 e a # 1 é uma fungéo exponencial, onde z, € um valor inicial quando = = 0.

Exemplos:

Sao fungdes exponenciais:

1. f(z) = 3", onde a = 3.

2. f(z)=(3)",ondea =
()
()

1
2
3. fz)=(%)",ondea =2

Observe a exigéncia dabase a > 0e a # 1.

Se a < 0 pode existir numero real z para a qual a poténcia a* ndo € definida (por exem-
plo, (—2)2 n&o existe em R, pois (—2)z = /—2 & R).

E se a = 1 teriamos uma fungao constante (f(z) = 1* = 1Vz € R).

6.1.1 Graficos

Vamos analisar quanto ao crescimento duas fungcdes quando a > 1 e quando 0 < a < 1.
* Funcao exponencial crescente

f(z) =a" para a>1
se x; > x5 entdo a** > a*2

109
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Exemplo: f(z) = 2°*

= GCeeGebra

EEEEN - .

x 3 flx) 3
-5 0.03125
-4 0.0625
-3 0.125
-2 0.25
-1 0.5
0 1
1 2 "
2 4 o}
8 8 1 l__,,.—o//  «

3 1

» Funcao exponencial decrescente

f(z)=a" para 0<a<1

se x1 > x5 entdo a* < a2

Exemplo: y = (5)”

= GeoGebra

- :
x i f(x) 3
3 8
2 4
1 2 f
0 1
1 0.5
2 0.25
3 0.125 'S
4 0.0625 Q
5] 0.03125
6 0.015625 7 I REL) 4 S 6 7 qx

6.1.2 Comparacao de Poténcias de Mesma Base

Comparar as poténcias a* e a? significa estabelecer qual das trés sentengas seguintes é
verdadeira:

a®*>a¥, a*=a¥, a*<a¥

Para isto vamos examinar o comportamento da fungéo exponencial f(z) = a”.

Casoa > 1

Neste caso, o grafico de f(z) = a” indica uma fungao crescente, isto €, quanto maior o expo-
ente z, maior € a poténcia a*. Assim:

a* =aV <=z =y

a® >a¥ <=z >y

a* <aV <=z <y
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Exemplos:

1. Afuncao f(x) = 4* é crescente, porque a base 4 € maior do que 1. Temos entéo:

« 43 < 4™ (porque 3 < 7),
« 471 > 472 (porque —1 > —2).

2. Afungéo f(x) = 5" é crescente, porque a base 5 € maior do que 1. Temos entdo:

e ¥ =h =1 =3
e 5% > 5 =1 >3

e ¥ <= 1xr<3

Casol<a<l1

Neste caso, o grafico de f(z) = «” indica uma funcao decrescente, isto €, quanto maior o
expoente =, menor € a poténcia a*. Assim:

a* =a¥ <=z =y

a® >a¥ <=z <y

a* <a¥ <=z >y

Exemplos:

1. A funcédo f(xz) = 0,4* é decrescente, porque a base 0,4 € positiva e menor do que 1.
Temos entéo:
« 0,4 < 0,42 (porque 3 > 2),
* 0,4V2 < 0,47 (porque V2 > 0),
* 0,41 <0,472 (porque —1 > —2).

2. A fungdo f(z) = (3)” é decrescente, porque a base ; é positiva e menor do que 1.
Temos entéo:

(=P =3
(> (E)Pe=ar<3
c(3)<(3)Pe=z>3

6.2 Equacoes Exponenciais

E toda equacgdo que possui a incognita no expoente de uma poténcia. A resolucdo de uma
equacao exponencial baseia-se na comparacao de duas poténcias de mesma base.

a*' = a"? & 11 =29

Exemplos:
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1. Resolva a equacéo 3” = 81 em R.

Usa-se a propriedade das poténcias, transforma-se o 1° e 2° membros da equacdo em
poténcias de mesma base:

Veja que 81 = 37, assim:
F=3Pesr=4

Logo S = {4}.

2. Obtenha a solugdo da equagdo v/2=-1 = 8.

Usa-se a propriedade das poténcias, transforma-se o 1° e 2°2 membros da equacdo em
poténcias de mesma base:

Veja que v/2¢—1 = 2" e que 8 = 23, Assim:
2T =P ed=gr-1=34sr-1=12cr=12+12=13

Logo S = {13}.

3. Resolva a equagéo 7%t =7
Veja que 7 = 7!, assim:

=Tl r4+4=12=-3
Logo S = {-3}.

4. Resolva a equagéo 10” =
Veja que 10° = 1, assim:

10° =100 2 =0
Logo S = {0}.

5. Resolver a equagdo 2% + 2o — 3,271 = 6.
Solugéo:
Como:

o 2ot — 97 9l — 9 9% g
« 2771 =27 271 = £.2%, temos a equagao

27422 —312"=6
Fazemos 27 = y e resolvemos a equagao obtida em y:
Y+ 2y — %y =6--» multiplicando ambos os lados da igualdade por 2, temos uma equagao equivalente

2y +4y — 3y =12

Jy =12
y =2
y:

Finalmente calculamos z:
W=y&=2=4+=2"=2D =1 =2
Logo S = {2}.
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6. Ache a solugcédo de 9* — 12.3* + 27 = 0 em R.
Usando as propriedades da potenciacéo, faz-se uma transformacdo na equacao dada:
97 — 123 +27T=0= (3%)* - 12.3°+27=0 = (3%)2 - 12.3" + 27 =0
Fazendo 3* = y, temos uma equacao na variavel y:
P — 12y +27=0
Resolvendo a equacéo, temos y = 3 ou y = 9.
Voltando a igualdade 3* = y, obtemos:
3¥=3=3"=3'=zr=10u
F=9=3=32=1=2
Logo S = {1,2}.

6.3 Inequacoes Exponenciais

Denomina-se inequagdes exponenciais as sentengas a* > b, a® < b, a* > b, a* < bondea e b
S840 numeros reais conhecidos (a > 0 e a # 1) e x € a incognita.
A resolucao destas inequacgdes e, em geral, de inequacdes do tipo:

a/f(x) > ag(m), af(x) < ag(x), af(a:) Z ag(x), af(x) S ag(m)

baseia-se na propriedade do crescimento e decrescimento da funcao exponencial. Lembra-
mos que:

Casoa > 1

a/@ > a9 = f(z) > g()

Caso0<a<1

a/@ > a9 = f(z) < g()
Exemplos:

1. Resolver a inequagéo 4” > 1.
Solugéo:
Vamos expressar os membros como poténcias de mesma base, assim:
4* > % <= (22)1 >271 =22 5 27l 0 1 > —% - -3 conserva-se o sinal da desigualdade pois a base
é2>1.

2. Resolver a inequagao (1)*"+2 > (1)%.
Solugéo:
Temos:
(%)z2+2 > (%)M <= 1% + 2 < 3x - inverteu-se o sinal da desigualdade, pois a base 1 < 1
Assim:

22 -3 +2<0+=1<2<2
S={reR|l <z <2}
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3. Estabelecer o dominio da fungéo f(x) = v/3* — 1. Solugéo:
Para existir f(xz) em R devemos ter 3° — 1 > 0. Assim:
F—12«=3"2>21«<=3">3"<=zx>0
Logo, o dominio é D(f) = {z € R|z > 0}.

6.4 A Constante de Euler ¢

Considere a expresséo (1+ +)" e, com o auxilio de uma calculadora cientifica, atribua valores
inteiros a n. Verificaremos que a medida que o valor de n aumenta, a expressao se aproxima
do numero 2, 718....

Esse nimero é identificado pela letra € e chamado de constante de Euler.

Facamos os célculos variando os valores de n utilizando 5 casas decimais:

n (1+ 1)

10 2,59374
100 2,70481
1000 2,71692
10000 | 2,71815
100000 | 2,71827
1000000 | 2,71828

Assim, e = 2, 71828
ou lim,, (1 + %)” —e

6.5 Aplicacoes: Crescimento e Decrescimento Exponencial

As funcbes exponenciais servem para modelar crescimento ou decrescimento populacionais.
O modelo matematico que deu origem a fungéo exponencial € conhecido como modelo de
crescimento exponencial. De modo geral, se tivermos uma grandeza com valor inicial F, e
que cresca a uma taxa igual a k£ por unidade de tempo, entao, apdés um tempo ¢, medido na
mesma unidade de k, o valor dessa grandeza P sera dado por:

P(t) = Py.(1+ k)
Exemplo:

1. (Matematica Financeira) Um empresario ficou devendo R$600,00 a um banco que co-
bra juros compostos, a uma taxa de 16% a.m. durante 12 meses. Qual foi 0 montante
devido no final desse periodo?

Py = 600,00

k =16% = 0, 16a.m.

t = 12meses

P =777

P(12) = 600.(1,20)'> = R$3561, 62

2. (Crescimento Populacional) O niumero de habitantes da cidade de Rio Grande € hoje
igual a 196.000 e esta crescendo a uma taxa de 5% ao ano. Qual o numero de habitantes
daqui a 8 anos?

Py = 196000
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k = 5%a.a.
t = 8anos
P ="

P(8) = 196000.(1,05)® = 289581 hab.

6.6 Exercicios Resolvidos
1. Resolva as seguintes equacdes em R:

(a) 4* =064
Ilgualando a mesma base, temos:
42 =64 2% =02 =60=23

b) (3)° =5
Ilgualando a mesma base, temos:

(%)x:$<:>2_$:2_5<:>—x:—5<:>x:5

(C) 217—}-1 =1
Ilgualando a mesma base, temos:

(d) V/3=-5 =27
Ilgualando a mesma base, temos:
V35 =2Te3% =P a2=3sr-5=9cs=14

(e) 3 =0
lgualando a mesma base, temos:
3F=03"=3"<r=0

2. Resolva as equacdes em R

(@) 4 —6.2*+8=0
Usando as propriedades da potenciagéo, faz-se uma transformagdo na equagcao
dada:

4 —62° +8=0= (2" —6.2°+8=0= (2*)2 - 6.2 +8=0
Fazendo 2* = y, temos uma equacao na variavel y:
y? —6y+8=0
Resolvendo a equagéo, temos y = 2 ou y = 4.
Voltando a igualdade 2* = y, obtemos:
2 =2=2"=2'=2=1o0u
W =4=>2=22=7=2
Logo S = {1, 2}.
(b) 42+ —42=1 =60

Como:
o 4ol — g7 g4l = 44" e
« 4771 =47 471 = 1 47, temos a equagao
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447 — 147 =60
Fazemos 4* = y e resolvemos a equacao obtida em y:

4y — iy =60 --» multiplicando ambos os lados da igualdade por 4, temos uma equagao equivalente
16y — y = 240
15y = 240
_ 240
Y=7
y =16

Finalmente calculamos z:
42 =y =47 =16 = 4" = 4> &= 1 =2
Logo S = {2}.

3. Esboce o grafico das fungbes f: & — R :

(@ f(=)=(3)°

(0) g(z) =3

Os dois itens acima estdo num mesmo gréfico:

= GeoGebra
I - .
N :
@ fry= (5)
(@) g:y=3"
+
"
Q
g Q )
= :
(©) h(z) =27
Note que o grafico esta deslocado 1 unidade para esquerda.
= GeoGebra
B & m 3y - o o
X 3 h(x) 7
E5 0.0625 g(z) = 9T+l
53
- 0.125
-3 0.25 :
-2 0.5 4
-1 1 3
0 2
1 4 P 3
2 8 h 3 @
3 16 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 @\H
-1
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4. Analise se as fungdes exponenciais sao crescentes ou decrescentes:

(@) f(z)=5"
Como a base é 5 > 1 a fungao é crescente.

(o) flz)=27"
Note que 27* = (271)* = ()", assim como a base € 0 < 1 < 1 a fungéo é decres-
cente.

() F(z) = (v2)"

Veja que a base /2 ~ 1,4142 > 1, a funcéo é crescente.

5. Esboce num mesmo plano cartesiano, os graficos das funcdes f(z) =2 e g(z) =z + 3
e verifigue quantas solucdes tem a equacgao 2* = x + 3
Esbo¢cando em um mesmo plano as fungdes podemos notar que seus graficos se inter-
seccionam em dois pontos:

= GeoGebra
y g
= & / ks
— : I
O fiy=2 :

@ g:y=x+3

3 Jla) =2

o (o (>
L

@
6. Considere a fungéo f(r) = e*, onde e é a constante de Euler.

(a) A funcao é crescente ou decrescente?
Como a base e = 2,71828 > 0, a fungdo exponencial é crescente.

(b) Qual o dominio e a imagem da funcao?
O dominio de uma fung¢ao exponencial sdo todos os nimeros reais.
(c) Esboce o grafico de f(z).
= GeeGebra
B & m ¢ B
x i) L
£S 0.0067379469991 6
-4 0.0183156388887
-3 0.0497870683679
-2 0.1353352832366
-1 0.3678794411714
0 1 2
1 2.718281828459 "

1
2 7.3890560989306 f M/ @
Py P X

3 20.0855369231877 - b 3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a
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7. Determinada populagdo de bactérias cresce exponencialmente, com o tempo, obede-
cendo a uma equagéao do tipo:

N = 40000.¢%291,

onde ¢t é o tempo em minutos. Pergunta-se:

(a) Qual é o numero inicial de bactérias?
Note que o numero inicial de bactérias acontece quando ¢t = 0, isto é, quando o
tempo é zero, assim,
N(0) = 40000.€%2%©) = 40000.¢° = 40000.1 = 40000

(b) Qual sera o numero aproximado de bactérias apés 5 minutos?
N (5) = 40000.e%2%() = 40000.e* = 40000 - 2, 71828 = 108731



Capitulo 7

Logaritmos

7.1 Introducao

Todos conhecemos as quatro operacdes fundamentais: a adicdo, multiplicacéo e, respecti-
vamente, suas inversas, a subtragdo e a divisdo. Além delas, ha uma quinta operacao: a
potenciag&o, que se origina do produto de fatores iguais:

a® = a.a.a.....q
—_—

n fatores

Esta quinta operacao tem duas inversas, assim consideradas:

12) Para a potenciagdo a’ = ¢, se quisermos descobrir o valor de a, precisamos realizar uma
sexta operagdo matematica denominada radiciagdo. Por exemplo:
a* =81
a = (4/8_1 ——= aqui estd a radiciagdo a = 3

22) Para a potenciagéo a® = ¢, aqui também chamada de exponencial, se quisermos descobrir
o valor do expoente b, precisamos efetuar uma sétima operagdo chamada logaritmacéo.
Por exemplo, como descobrir z, tal que 3* = 5?

7.2 Definicao

Podemos dizer que, em: 22 = 8, 3 é o logaritmo de 8 na base 2, ou ainda, o logaritmo de 8
na base 2 é igual a 3, que pode ser escrito na forma abreviada:

log, 8 =3

Veja outros casos:

« 5% =125 < log; 125 =3
« 31 =81 <= logy81 =4
¢ 1093010 = 2 «—= log,,2 = 0, 3010

De um modo geral, sendo a e b nUmeros reais positivos (b # 1), chamamos de logaritmo
de a na base b 0 expoente real = ao qual se eleva b para obter a. Simbolicamente:

logpa =2 b"=a,coma>0,b>0eb#1

119
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onde:

a € o logaritmando;

b é a base;

x € o0 logaritmo de a na base b.

Exemplos:
1. Exemplos de logaritmos:

(a) log, 16 = 4; pois 2* = 16
(b) log,, 100 = 2; pois 102 = 100

2. Determine o valor de x para que existam os logaritmos:

(a) logs(4z — 1)
Note a condigdo de existéncia dos logaritmos, onde: a >0, b >0, b # 1
dr—1>04>1 0>,
logo S = {z € R|z > 1}
(b) log,, (z +1)
Note a condicao de existéncia dos logaritmos, onde: a >0, b >0, b # 1
r+1>0&2>-1e€
2r >0 x>0e
2 # 1 x # %,
logo S ={z e Rjz>0ex #1}

3. Determine as bases dos logaritmos:

(a) log, 16 = 2
Usando a definicdo de logaritmos, temos:
log, 16 =2 < 22 =16 &z = +4.
Mas como n&o se pode ter uma base negativa a solugéo é S = {4}.

(b) log, 5= -1

Usando a definicdo de logaritmos, temos:

logx5:—1<:>x_1:5<:>x:%

7.3 Bases Especiais

» Quando a base ¢é 10, por conven¢do, omitimos a base, ou seja, log,, z = log z;

* Quando a base ¢é e (constante de Euler), chamamos o logaritmo de natural e indicamos
por log, x = In x.

Exemplos:
Calcule os valores de x para que existam os logaritmos:
1. log(z — 3)

Como no logaritmo nao esta especificado a base, por convencao, a base é 10 e pela
definicdo de logaritmos, o logaritmando deve ser maior do que 0, assim:

r—3>0=2>3
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2. In(—2*+9)
Nesse caso a base do logaritmo € o numero e (constante de Euler) e o logaritmando
deve ser maior do que 0, assim:

Chamando o logaritmando de g(z), temos g(z) = —z? + 9 e fazendo o estudo do sinal
da fungdo g(z) temos: —2> +9=0= —2? = -9 =2=9 =2 =+30Uux = —3 € seu
esboco gréfico é:

Como g(x) > 0, os valores de z que satisfaz a inequagao —x?+9 > 0 estdo no intervalo | -3, 3|
ou{reR|-3<x<3}

7.4 Consequéncias da Definicao

Da definicao e das condi¢des de existéncia do logaritmo, conclui-se:
1. log, 1 =0, pois 1’ =1
2. log,b =1, poisb' = b
3. log, b™ = m, pois b™ = b™
4. b°%@ = g, pois, sendo log, a = z, b* = a

Exemplos:

1. Calcule, aplicando a definicdo de logaritmos:

(a) logy 5 = —1, pois:
loggg =29 =;9=9"cr=—-1

(b) log 1000 = 3, pois:
log 1000 = x < 10% = 1000 < 10* = 10° & 2 = 3

(c) Ined = 5, pois:
e =r o e*=e?<2x=5

(d) logy3 =1, pois:
log;3=2r3 =3 or=1

(e) "% =5, pois:
sendo Inb =z < e® =5, isto é, e’ =5



122 CAPITULO 7. LOGARITMOS

(f) 3les16 = 16, pois:
sendo log; 16 = z < 3% = 16, isto &, 3'°8s16 = 16

2. Calcule, aplicando a definicao de logaritmos:

(a) logs 27
log, 27 = 3, pois 27 = 33
(b) log10
log 10 = 1, pois 10 = 10*
() In1
In1 =0, pois 1 =e?
(d) 1olog5
10985 = 5, pois sendo log,, 5 = x < 10% = b, isto &, 10°%10° = 5

7.5 Propriedades Operatérias dos Logaritmos

As propriedades sdo bastante Uteis na resolucao de equacdes e problemas que envolvem
modelagem com logaritmos.

Sejam a, b, c € m numeros reais,comb > 0e b # 1.

—

. log, a.c = log, a + log, ¢ (Regra do produto)
2. log,(%) = log, a — log, c (Regra do quociente)
3. log, a™ = m.log, a (Regra da poténcia)

4. log, /a™ = = logya

5. log, a = %% (Mudanca de base)

logy ¢

Exemplo:

1. Sabendo que log2 = 0,3, log3 = 0,47 e logh = 0,7, utilize as propriedade operatérias
para calcular:

(@) log80
Note que 80 = 27.5, assim:
log 80 = log(27.5) = log2% +logh = 4.log2 +logh =4-0,3+0,7=1,24+0,7=1,9

(b) log2,5

Note 2,5 = 25 _ i im:

ote 2, —TO—E,aSS”'n.
10g2,5:10g(%):10g52—1og10:2.1og5—10g10:2~0,7—1:1,4—1:0,4
Outra maneira:
log2,5 = log(%) = 10g(%)10g52 — (log2 + logh) = 2.logh — (log2 + logh) =
2.0,7—(0,3+0,7)=1,4—1=0,4
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2. Expansao do logaritmo de um produto:
Supondo que = e y sao positivos, use as propriedades de logaritmos para escrever
log(162y*) como uma soma de logaritmos ou multiplo de logaritmos.
log(16xy?) =
= log 16 + log = + log 3/
= log 2* 4 log = + log 3
=4log2 + logx + 3logy

3. Expansao do logaritmo de um quociente

Sabendo que x € positivo, use as propriedades de logaritmos para expandir In ( .

( x2—|—5>
In =
T

(z% +5)2

=1In

x
—In(z2+5)2 —lnz
=sIn(2? +5) —Inzx

4. Desenvolvimento do logaritmo por meio de mudanca de base
As calculadoras cientificas tém, em geral, duas teclas para o calculo de logaritmo que
sdo "LOG"e "LN", as quais correspondem as bases 10 e e, respectivamente.
Calcular log; 12

_ In12 _ 2,48490665 __ ~
logy 12 = 212 — 24890005 _ | 543959311... = 1,544

7.6 Funcao Logaritmica

7.6.1 Definicao:

Chamamos de Fungo Logaritmicade base a (1 # a > 0) a fung&o que associa cada elemento
x Positivo o seu logaritmo nessa base. Assim, temos:

[ R — R definida por:
f(z) =logax,com 1 #a>0

Observacoes
1) A funcgéo logaritmica é a inversa da fungcao exponencial.
2) As bases das fungoes logaritmicas mais utilizadas sao 10 e e=2,718....
3) Quando a base ¢ 10 a fungéo fica apenas f : %% — R definida por: f(z) = log .

4) Quando a base ¢ e a fungdo fica f : #% — R definida por: f(z) = Inx.

7.6.2 Graficos:
Propriedades da fung¢ao logaritmica f(z) = Inx

Dominio: |0, +o00|
Imagem: %
E continua em ]0, +o0
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E crescente em ]0, +oo|

Nao é simétrica

Nao é limitada nem inferior nem superiormente

Nao tem extremos locais

Nao tem assintotas horizontais

Assintota vertical em z = 0

Comportamento no extremo do dominio: lim,_,, . Inz = +00

A figura seguinte mostra o grafico de y = Inxz e y = e¢* que mostra a simetria com relacéao
aretay = .

= GeaGebra
Sy
s ¢
. 4 y=¢e"
@ fry=e¢" .
: 3
O gy=nnk ’ et
2
O hiy=x
1 y=Inx
; /
7 6 5 -4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 FARME 3
-1
+ -2 "
E: a
h Q
af g
1) -5

A figura seguinte mostra o gréafico de y = logz e y = 10* e sua simetria com relagcao a reta

Yy = .
= GeoGebra

O fiy=10 : 5

O g:y=logu i 4 y=10

@ hiy=x i i £

* Note que a fungéo logaritmica com a base maior do que 1 é sempre crescente, mas
com um crescimento moderado, isto €, enquanto os valor de = cresce muito, o valor de
y cresce de forma moderada.

Exemplos:

1. Determine o dominio de validade para que exista uma funcao com a seguinte lei de
formacao: f(z) = log(z — 5).
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Devemos ter x — 5 > 0, assim = > 5 e a fungado podera ser definida:

f :]5, +oo[— R definida por: f(z) = log(x — 5)

2. Determine o dominio de validade para que exista a fungcdo com a seguinte lei de forma-
¢éo f(x) = log(x? — 4x + 3)
Sendo a base b = 10 o dominio de f(x) se resume a encontrar os valores tal que
2 —4x +3 > 0:

2? — 4x + 3 > 0 cujas raizes sdo z; = 1 e 7, = 3 e 0 esbogo do gréfico fica:
= GepGebra

ol o}
3
2
1
2 —4x+3>0 22 —dr +3>0
+++ + + +[++ + 4+ ++++++ N
6 5 -4 3 2 -1 0 2 3 a4 5 6 7 8 9 10
T ®
a .
-4 +3<0 Q
2 Q

logo D = {z € |z < 1ouz >3}

3. Transformacao de graficos de funcoes logaritmicas.
Descreva como transformar o gréafico de y = In x em um grafico da funcédo dada:
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(@) fix) = In(z + 2)

CAPITULO 7. LOGARITMOS

GeaGebra
:
@ g:y=In(x) :
(@} fry=lIn(x+2)
+ 4 3 2
f
=

O gréfico de f(z) = In(z + 2) € obtido transladando o grafico de y = Inz duas

unidades para a esquerda.
(b) f(z) =In(—x+3)

= GeoGebra
:
(@) g:y=In(x) : f

@ fry=In(—x+3)

4

3

1

2 feheats ol L L | le-r--

-3

-4

Obtém-se o gréfico de f(z) = In(—x+3) do gréfico y = In z aplicando, nessa ordem,
uma reflexdo com relagao ao eixo vertical y seguida de uma transladagéo de trés

unidades para direita.
() f(z)=2+Inz

= GeoGebra

B & m < 'ﬂ‘
O giy=m :
O fry=2+k

f(x) =2+ 1In(x)

Obtemos o gréfico de f(z) = 2 + Inx de y = Inz transladando duas unidades para
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cima.

7.7 Equacoes Logaritmicas

127

Para resolver equagdes logaritmicas, podemos aplicar as propriedades operatérias dos loga-

ritmos.
Exemplos:

1. Resolver a equagéo log,(z + 3) + logy(z — 3) =4

Condicéo de existéncia:
r+3>0=2> -3

e
r—3>0=>x>3
Logo = > 3.

logy(x + 3) + logy(z — 3) =4
logy(z +3)(x —3) =4
(x4 3)(x —3) =2*

2 —9=16
x2 =25
ZL‘::|:\/2_5

x =45  Pela condicio de existéncia, S = {5}

2. Resolver aequagdo 2Inzx =In3x 4+ In6
Condigéao de existéncia: x > 0
2Inz =In3x +In6
Inz? = In(3z - 6)
Inz? = In(18x)

x? =18z
2?2 —18x =0
z(r—18)=0

r=0ouz =18 Pelacondigédo de existéncia, S = {18}



Capitulo 8

Geometria Plana e Espacial

8.1 Geometria Plana

Nessa secdo, vamos ver apenas como calcular a area de figuras planas. A unidade funda-
mental das medidas de superficie € o metro quadrado, e que existem multiplos e submultiplos,
conforme o quadro a seguir:

km? hm? dam? | m? dm? cm? mm?

1.000.000m? | 10.000m? | 100m? | 1m? | 0,01m? | 0,0001m? | 0,000001m?

Poligonos equivalentes

Dois poligonos séo equivalentes, se, e somente se, tem areas iguais.

= GeoGebra

Ea e

lu.a.

Area = 16u.a.

Area = 16u.a. 2

O retangulo e o quadrado da figura acima sao equivalentes, pois ambos tém 16 u.a.

128
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Area das figuras planas

8.1.1 Area do retangulo

= GeoGebra

- &
Indica-se:
b = medida da base (ou comprimento)

h = medida da altura (ou largura)

Area = medida da base x medida da altura

SRZth

o (»

Exemplo: Calcule a area de um terreno retangular de dimensdes 12 m por 20 m.
SR =bxh
Sk =20 x 12 = 240 m?

8.1.2 Area do quadrado

= GeoGebra

= &
Indica-se:
| = medida do lado

Area = medida do lado x medida do lado

So=1Ix1=1I"

>

Exemplo: Qual a &rea do quadrado que tem como comprimento do lado 5v/3 cm?
Sq =1?
So = (5v/3)? =52 (v/3)2=25-3 =75 cm?
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8.1.3 Area do paralelogramo

= GeoGebra

“~ . Q
Indica-se:

b = medida da base
h = medida da altura

Area = medida da base x medida da altura

Sp:th "

Exemplo: Qual a area de um paralelogramo que tem a base medindo 8 cm e cuja a altura é
a quarta parte da base?

Sp =bxh

Sp=8-2=16 cm?

8.1.4 Area do triangulo

= GeoGebra

“~ . Q
Indica-se:

b = medida da base
h = medida da altura

p medida da base x medida da altura
Area = 3

_b><h
e :

St

Exemplo: Um triangulo € isésceles (dois lados iguais) e seu perimetro mede 72 cm. A razao
, , 10 , A
entre a mediada da base e um de seus lados é Fh Qual a area desse triangulo?

Seja o triangulo ABC de base y e lados iguais z:
C

* 0 perimetro do triangulo é 2z + y = 72

10

* arazao entre a base e um lado é ¥ = oL

Armando e resolvendo o sistema, temos:
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{ 20 +y=72 x(-5)

10z — 13y =0
—10x — 5y = —360
10z — 13y =0
Adicionando as duas equagdes, temos:
—18y = —360
y="g =20
20 =72 — 20

r=52=26
Considere o triangulo BDC reto em D:
C

X X
h
n
A yD yo B
2= () + b2
h? = 262 — 102
h? = 676 — 100
h? = 576
h =24

A area do triangulo ABC é:
St = 204224 = 240 cm?

Area do triangulo retangulo

90°
A‘I . g b X c
b —
T
2

Exemplo: Num tridngulo retangulo, a hipotenusa mede 5 cm e um dos catetos mede 4 cm.
Determine a area desse triangulo.
Pelo teorema de Pitagoras, temos que:

52 =42 + ¢
2 =25—16
2=9:c¢c=3

A area do do triangulo retangulo sera:
Sp =334 =6cm?
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Area do triangulo equilatero

= GeoGebra
= e

b
2, (Py2_ 2
h+(2) b

b’
- 2
hz:%bz ST = —
\_ b3 4

No

Exemplo: Qual a drea de um triangulo equilatero que tem 10 cm de lado?
b2\/3 102 -3  100v/3
St = ;/_.‘.STZ 4\/_: 4\/_:25\/567712

8.1.5 Area do losango

= GeaGebra

“ Indica-se: =
D = medida da diagonal maior
d = medida da diagonal menor
p diagonal maior x diagonal menor
1 Area =
1 2
]
I
I
d S Dix.d
| 1.3
, —_
: L 2 g
I

Exemplo: Em um losango, o lado mede 5 m. A maior das diagonais mede 8 m. Qual é a area
do losango?

Devemos descobrir o valor da diagonal menor. Para isso, vamos utilizar o teorema de Pitago-
ras:

)
]
)
V.
]
)
)
]
&
)
]
]
1]
)
]
)
)
U

2? + 4% = 52

x?=25—-16

2=9 . x=3

Como x é a metade da diagonal, d = 6m, assim:

Sp =224 . 5y =86 = 48 — o4 2
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8.1.6 Area do trapézio

= GeoGebra

“ Indica-se: i
B = medida da base maior
b = medida da base menor
h = medida da altura
res = (base maior + base menor) x altura
b rea = 2

h S (B + b) X h -

! Trap —

B p 2 Q

Exemplo: Um terreno em formato de um trapézio tem bases que medem 15 me 10 m. A
medida correspondente a altura é de 8 m. Qual a area desse terreno?

__ (B+b)xh
STrap - 2

_ (15410)x8 __ 25x8 __ 200 __ 2
STrap— 2 - 2 _T_loom

8.1.7 Area do poligono regular

= GeoGebra

L Indica-se: o

| = medida do lado do poligono regular

a = medida do apétema do poligono regular
n = ndmero de lados do poligono

2p = perimetro do poligono

Area = semiperimetro X apétema

>

: SPoI.Reg =p Xad

Pela figura, observamos que:

o poligono regular foi dividido em n triangulos congruentes;

a area de cada triangulo é Sy = X¢;
* a area do poligono regular € igual a soma das areas desses n triangulos;

* Entdo: SPol.Reg =nXSr=nx l><7a = _n><£><a
Como n x | = 2p (perimetro), temos
SPol.Reg = ’%X*a = SPol.Reg = D X @

Exemplo: Calcule a area do hexagono regular de lado 4 cm.

O apétema do hexagono regular equivale a altura do triangulo equilatero de lado 4 cm.
Assim, a =22 —8/3ep= %1 =12

Sy = 8V3-12 = 96 cm?
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8.1.8 Area do circulo, do setor e coroa circular

= GeoGebra

(3 Ee3
E
D
2 2 2
Scire =T X 1* Set S s s Sporea = A = 1)
28 e
e etor 3600

Exemplos:

1. Calcule a area do circulo de raio 2 cm.
Se=m-12.8c=m-22 =47 cm?

2. Calcule a area de um setor circular, sabendo que o angulo central e o raio do circulo
medem, respectivamente, 60 e 6 cm.
ax T xr? 60 x 7 x 6 21607

Seor:—"~Seor:
Set 360 Set 360 360

3. Qual a area da parte dourada da moeda de R$ 1,00, sabendo que o raio total da moeda
€ 2,6 cm e o raio da parte prateada é 1,8 cm?
A moeda de R$1,00 pode ser considerada uma coroa circular cujo o raio menor é 1,8
cm e raio maior de 2,6 cm, assim, a area da parte dourada sera:

= 61 cm?

SCoroa = 7T(2, 6% — 1, 82) = 7T(6, 76 — 3, 24) = 3, 521 cm?

8.2 Geometria Espacial

8.2.1 Poliedros

Definicao

Denomina-se poliedro o sélido limitado por poligonos planos, de modo que:
+ dois desses poligonos nao estdo num mesmo plano;

* cada lado de um poligono € comum a dois e somente dois poligonos.

%
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Elementos

As faces do poliedro sdo os poligonos.
As arestas do poliedro sdo os lados dos poligonos.
Os vértices do poliedro sao os vértices do poligono.

Poliedros convexos e concavos

Um poliedro se diz convexo se, em relacdo a qualquer de suas faces, esta situado num
mesmo semi-espaco determinado pelo plano que contém essa face.

Hys G

Al B

Caso contrario, o poliedro é dito céncavo.

)

Classificacao (nomenclatura)

De acordo com o numero de faces, os poliedros convexos recebem nomes especiais:

Numero de faces | Nomenclatura
4 tetraedro
5 pentaedro
6 hexaedro
7 heptaedro
8 octaedro
9 eneaedro
10 decaedro
12 dodecaedro
20 icosaedro

Poliedros regulares

Um poliedro convexo é chamado de regular se suas faces sao poligonos regulares, cada um
com o mesmo numero de lados e, para todo vértice, converge um mesmo nimero de arestas.
Existem cinco poliedros regulares:
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tetraedro hexaedro octaedro dodecaedro icosaedro

Fonte: Site Descomplica

» Tetraedro: 4 faces triangulares, 4 vértices, 6 arestas

Hexaedro: 6 faces quadrangulares, 8 vértices, 12 arestas

Octaedro: 8 faces triangulares, 6 vértices, 12 arestas

Dodecaedro: 12 faces pentagonais, 20 vértices, 30 arestas

Icosaedro: 20 faces triangulares, 12 vértices, 30 arestas

8.2.2 Prismas

Seja a figura a seguir:

—\

r

b

;rp

ol

Fonte: Silva e Fernandes, 1996
* « e [ sdo dois planos paralelos;
* P € um poligono contido em «;
* r € uma reta que fura o no ponto F.
Se considerarmos todos os segmentos paralelos a r, tais que uma extremidade € um ponto

no poligono P e a outra extremidade € um ponto no plano S, temos um sélido geométrico
chamado prisma.
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Elementos de um prisma

Seja o prisma a seguir:

/ﬁ,Cﬂ AL B I

Fonte: Silva e Fernandes, 1996

* Os poligonos ABCDE e A’'B'C’'D’E’ séo as bases.

» Os lados AB, BC, CD,DE, EA, A’'B’, BC’, C'D’,D’E’, E’A’ das bases, sao as arestas das
bases.

» Os paralelogramos, por exemplo, AA'BB’, BB?CC?, etc, sdo as faces laterais.
* Os segmentos AA’, BB’, CC’, DD’, EE’ e FF’ sao as arestas laterais.

+ A distancia entre as bases € chamada de altura (h).

Nomenclatura dos prismas

Em funcédo do numero de arestas das bases, um prisma recebe 0s seguintes nomes:

Prisma Triangular

Quando as bases séo triangulos

Prisma Quadrangular

Quando as bases sao quadrilateros

Prisma Pentagonal

Quando as bases sao pentagonos

Prisma Hexagonal

Quando as bases sao hexagonos

Prisma reto e obliquo

Quando as arestas laterais de um prisma sao perpendiculares aos planos das bases, o prisma

é dito reto, caso contrario é dito obliquo.

s

prisma hexagonal reto

prisma triangular obliquo

Fonte: Silva e Fernandes, 1996
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Prisma regular

Um prisma reto € regular quando as bases séo poligonos regulares. Num prisma regular
temos:

+ as bases sao poligonos regulares;

+ as faces laterais sdo retangulos congruentes.

AT
i B ==

I

]

I
G5 Bt it . oA S
o g A /

prisma pentagonal regular  prisma triangular regular

\

I

Fonte: Silva e Fernandes, 1996

Area e volume de um prisma

Chamamos de area lateral (S;) de um prisma a soma de todas as areas de suas faces laterais.

A area total (S7) de um prisma é a soma da area lateral com as areas das bases (Sg)
ST - SL —I- 2 . SB

O volume de um prisma é obtido pelo produto da area da base e a medida da altura do
prisma. V = Sg.h

Exemplos:

1. Determine a area da base, a area lateral, a area total e o volume de um prisma reto de
altura igual a 12cm e cuja base é um tridngulo retangulo de catetos 6cm e 8cm.

« Vamos encontrar a aresta da base que ainda nao temos:

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:
22=624+8% = 22=364+64 = 22 =100 = = =10cm --» aresta equivalente a hipotenusa.

Em relagé&o ao prisma:

« Superficie da base: Sp = & = L = 24 cm?
« Superficie lateral: S;, =12 (6 + 8 + 10) = 12 - 24 = 288 cm?
« Superficie total: Sy =2-Sp +S;, =224 + 288 = 48 + 288 = 336 cm?

« Volume: V = Sg-h =24-12 = 288 cm?



8.2. GEOMETRIA ESPACIAL 139

2. A altura de um prisma triangular regular € igual a 8cm. Calcule a area total e o volume
desse prisma sabendo-se que a aresta da base mede 4cm.

triangulo equilatero

1

4 cm

8cm

Superficie da base: Sp = 52 = £5 — 16V2 — /3 2
* Superficie lateral: S;, =3 -4 -8 = 96 cm?
+ Superficie total: S; =2- Sp + S, = 2-4v/3 + 96 = 8V/3 + 96 = 8(\/3 + 12) em?
« Volume: V = Sp - h = 44/3 - 8 = 32v/3 cm?
3. Calcule o volume de um prisma regular hexagonal de altura igual a 7 cm e aresta da
base igual a 5¢cm.
hexagono regular

5cm o

7cm

1 _
[
L

- Superficie da base: Sp = 6 - 23 = 1503 1Y3 12

. Vqume:V:SB-h:%gq:5252¢50m3

8.2.3 Paralelepipedos

Paralelepipedo é um prisma quadrangular cujas as bases sao paralelogramos.
Casos Especiais:

+ Paralelepipedo reto-retangulo é o prisma reto cujas bases sao retangulos.
» Cubo é o paralelepipedo reto- retangulo cujas bases sdo quadrados. Assim, todas as
arestas sao congruentes entre si.
Area total e volume

Seja o paralelepipedo de dimensdes a, b e ¢, entdo:
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A area total St da superficie externa de um paralelepipedo reto-retangulo é a soma das areas
de 6 retangulos 2 a 2 congruentes.

St = 2ab + 2ac + 2bc

St = 2(ab+ ac + be)

O volume desse paralelepipedo é:

V=a-b-c

Seja o cubo, de arestas iguais a a, entao

a

. a

A area total de um cubo sera igual a:
ST == 6a2

O volume sera:

V=a

Exemplos:

1. Dado um paralelepipedo de dimensbes 3 m, 4 m e 5 m, calcule a sua &rea total e o seu
volume.

« Superficie total: Sp =2-(3-4+3-54+4-5)=2-(12+ 15+ 20) = 2- 47 = 94 m?
e Volume: V =3-4-5=60m?
2. Se o volume de um cubo é igual a 8 m?, calcule a sua aresta e a seguir a sua area total.
« Célculodaaresta: V=0a® =a*=8 =a=2m
« Superficie total: Sy =622 =6 -4 = 24 m?

3. Um paralelepipedo tem area da base igual a 18 ¢m? e volume 36 ¢cm?. Calcule a sua
altura.

» Calculo da altura: como V = Sy - h, temos:
36em3 =18cem2-h=h =36 o h —9em

18 cm?

8.2.4 Piramide

Seja a seguinte figura:
¢
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Fonte: Silva e Fernandes, 1996

* o € um plano;
* p € um poligono contido em «;

» V é um ponto nao pertencente a a.
Quando unimos o ponto V' aos vértices do poligono p, temos um sélido geométrico chamado

piramide.

Elementos de uma piramide
* O ponto V é o vértice da piramide.
» O poligono ABCDE ¢ a base.
* Os lados AB, BC, CD, DE, EA da base sé&o as arestas da base.
 Os triangulos AVB, BVC, CVD, DVE e EVA séo as faces laterais.
* Os segmentos AV, BV, CV, DV e EV sao as arestas laterais.

« A distancia entre o vértice e o plano da base ¢ a altura (h).

a'/

/
r,

| C,L/

w4

Fonte: Silva e Fernandes, 1996

Piramide regular

Uma piramide é regular quando a base é um poligono regular e a altura € igual a distancia do
vértice ao centro da base.

_ apotema da piramide (g)

aresta lateral (a)

apétema da base (m)

Numa piramide regular, temos:
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as arestas laterais (a) sao congruentes;

as faces laterais sao triangulos isdsceles congruentes entre si;

* 0 apbtema da base (m) (segmento que vai do centro até o ponto médio do poligono da
base);

* 0 apbétema da piramide (g) € a altura da face lateral.

Relac6es métricas em uma piramide regular

( PR W
2 . A B
2 ] 2 2 2 2 2
@ =hem at= g +(I12)

Fonte: Editora Moderna, 2012

Superficie e volume de uma Piramide

Piramide quadrangular e sua planificacao.

\<slaterms

base

Area da base (S;): é a area do poligono da base.

Area lateral (S;): é a soma das areas das faces laterais.

Area total (S7): é a soma da &rea lateral e da 4rea da base. Sy = Si + S,

Volume (V): V =3 -Sg-h
Exemplos:

1. Uma piramide quadrangular regular de altura 4 m tem uma aresta da base medindo 6
m. Calcule:
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(a) a area da base.
Sp = 62 = 36 m?

(b) o apdétema da piramide.
O apétema dabase é m =3 =3 m
O a?otema da piramide pode ser encontrado através da férmula ¢*> = h? + m?
P =42+3 = ?=16+9 = ¢*=25 = g=5m

(c) a area lateral.
Sao 4 triangulo isosceles de base igual a 6 m e altura igual a 5 m.

Sp=4-65 =120 — 60 2

(d) a area total.
St = 36 + 60 = 96 m?

(e) o volume da piramide.
V=1%1.53-h
1%

1364 =144 =48

W=l

2. Numa feira de artesanato foi construida uma tenda com o formato de uma piramide he-
xagonal regular de altura 8 m e aresta da base 41/3 m. Considerando que o construtor
deixe uma das faces laterais como porta (sem fechamento do tecido), calcular a quanti-
dade de tecido necessaria para a cobertura da tenda.

Precisamos encontrar o ap6tema da piramide (g), que sera a altura do triangulo da face
lateral. Ja, o ap6tema da base (m) sera equivalente a altura de um triangulo equilatero
(hr = ©£2) de lado 4+/3. Assim,

. m:—4\/§\/§:%:6m.
¢« ?=82+6% = ¢°=64+36 = ¢>=100 = g=10m.

¢ Sp =5 W30 _ 2005 _ 100./3 m? (Uma face n&o foi contada)

8.2.5 Cilindro

Seja a seguinte figura:

| 4

—

&>
' Y

Fonte: www.gestaoeducacional.com.br/cilindro-area-volume, 2019

Denomina-se cilindro reto, ou de revolucao, o sélido obtido quando giramos, em torno de
uma reta, uma regiéo retangular.
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Elementos de um cilindro

Seja o cilindro a seguir:

Fonte: Silva e Fernandes, 1996

» Os circulos de centro O e O’ e raio r sdo as bases.

GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL

» Os segmentos paralelos a ¢t com extremos nas circunferéncias das bases sao as gera-

trizes.

» A distancia entre « e 3, planos das bases, € a altura.

Cilindro reto e obliquo

Quando as geratrizes sao perpendiculares aos planos da bases, o cilindro é reto; quando nao

sao, o cilindro é obliquo.

Fonte: Silva e Fernandes, 1996

Area e volume de um cilindro

@ - &
) —
)~
@ — ©

Fonte: S6 Matematica, 2019
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- Area da base: é a area do circulo de raio r. Sg = 7 - r2.

« Area lateral: planificando a face lateral, tem-se um retangulo de base igual ao compri-
mento da circunferéncia (C' = 27 - r) e altura igual a altura do cilindro (k). S, =2-7-r-h

Areatotal: S, =2- S5+ S, = Sp=2mr(h+7)

s Volume: V=Sg-h=V=r-1r2h

Exemplos:

1. Calcular a area da base, a area lateral e a area total de um cilindro circular reto, cujo
raio da base mede 6 cm e a altura, 5 cm.

- Area dabase: Sp = 7 - 62 = 367 cm?
o Area lateral: S, =2-7-6-5= 607 cm?

« Areatotal: Sy =2-Sp+ S =2 367 + 607 = 1327 cm?

2. Calcular o volume de um cilindro circular reto de raio 5 cm e altura 9 cm.

e V =mn-5%.9=2251 cm?

8.2.6 Cone

Denomina-se cone reto ou de revolucao, o sélido obtido quando giramos em torno de uma

reta uma regido triangular cujo contorno é um triangulo retangulo.
r

: p

\J

Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr, 1994
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Elementos de um cone

4 eixo
V |

geratriz (g) +——

|

[

‘—/ :

|

base :
|

Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr, 1994

* O circulo C é a base do cone e seu raio é chamado raio do cone.

A distancia entre o vértice V e o plano « € a altura do cone, e sua medida é expressa
por h.

A reta que passa pelo vértice V e o centro O da base chama-se eixo do cone.

+ Se P é um ponto da circunferéncia da base, entdo o segmento V P é chamado geratriz

(9)-

* Em um cone reto vale a seguinte relagao:

92 — h2 42
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr, 1994

Area da base do cone (SB)

Como a base é um circulo, temos Sz =7 -72.

Area Lateral (SL)

A superficie lateral de um cone € um setor circular de raio g e cujo arco tem um comprimento
C =27r.
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Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr, 1994

Assim, temos a area lateral do cone igual a area do setor de raio g e comprimento 27, logo:
2nr - g
SL = 5 = SL =T7rg

Area Total (ST)

St =51+ 5B

Sy =mnrg+nr? = Sy =nr(g+r)
Volume (V)

O volume de um cone € dado por:
1 1,
V—g‘SB'th—gﬂ'T h

Exemplos:

1. Seja um cone circular reto de raio 8 cm e de altura 6 cm, calcular a area lateral e a area
total.

Calculo da geratriz (g):
g =62+8 = g2 =100 = g = 10

Célculo da area lateral:
Sy =mrg= Sp = |pi-8-10 = S = 807 cm?

Célculo da area da base:
S =mr? = S =78 = S = 641 cm?

Célculo da area total:
ST:SL+SB:>ST:807T+647T:>STI 1447 em?

2. Calcular o volume de um cone circular reto de geratriz 10 cm, sabendo que sua altura é
igual ao triplo do raio da base.
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» Calculo do raio da base e da altura:
F=n+r=10=03r)2+r’=100=9*+r?=10=10"=r*=10=1r =

V10 em
Como h = 3r, temos: h = 3v/10 cm

. Célcullo do vqume:1
V= gm’Qh =V=zr (v/10)? - 3v/10 =

1
V = §7T-10-3\/10=>V: 107v/10 em?

8.2.7 Esfera

Chamamos de esfera de centro O e raio R o conjunto de pontos do espacgo cuja distancia ao
centro € menor ou igual ao raio R.
Considerando a rotagdo completa de um semicirculo em torno de um eixo e, a esfera é o
sélido gerado por essa rotacao. Assim, ela é limitada por uma superficie esférica e formada
por todos o0s pontos pertencentes a essa superficie e ao seu interior.

R

<
v

Fonte: S6 Matematica, 2019

Volume

O volume da esfera de raio R € dado por:

4
V:§‘7T'R3

Superficie da esfera

Superiicie esfencak /

Fonte: Site Evolucao, 2019
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A area da superficie da esfera pode ser obtida a partir da expressao:
Sp=4-7-R?
Exemplos:

1. Calcular a area de uma superficie esférica de raio 6 cm.
Sendo R =6 cm
Sp =4.71.6> = Sp = 14471 em?

2. O raio de uma esfera € 3 m. Calcular o volume dessa esfera.
Sendo r = 3 m, temos: V:§-7r-33:>V:§7r-27=>367rm3



Capitulo 9

Trigonometria

9.1 Estudo do Tridngulo Retangulo
Considere o seguinte triangulo ABC, retangulo em A:

B

L

o 90° C
A b

- os angulos A, B, C saointernose A + B + C = 180 (A = 90);
+ 0 lado BC é a hipotenusa (lado oposto ao angulo reto);

 0s lados AB e AC sao os catetos.

As medidas desses segmentos sdo representadas por letras minusculas:
BC =a
AC =b
AB =c

Existe uma relagcdo métrica entre essas medidas conhecida como Teorema de Pitagoras
que diz:

"Em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
catetos”

a? =b* + ¢
Exemplos:

1. Calcule a diagonal de um retangulo de lados 3 ¢cm e 4 cm.
Solugio:

Considerando o retangulo ABCD de lados AB = 3 e BC = 4, temos que 0 segmento
AC = d é sua diagonal.

150
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A 4 D
3 d 3
B 4 C

Note que a diagonal AC divide o retangulo ABCD em dois triangulos retangulos cuja
hipotenusa € d e os catetos sdo 3 e 4. Assim, podemos utilizar o Teorema de Pitagoras
para encontrar o valor de d:

d? = 3%+ 4
d?>=9+16
d?> =25
d=+v25=5
2. Encontre:
(a) o valor de z.
A
L
10 cm
6cm
=
B N o C
Solugéo:

Utilizando o teorema de Pitagoras, temos que os valores x € 6 sdo os catetos e 10
€ a hipotenusa. Assim:

2% + 62 = 102
% =10% — 62
2% =100 — 36
% =64

r =38

(b) o valor de y.

3ecm 6 cm

A y C
Utilizando o teorema de Pitagoras, temos que os valores 3 e 6 sdo os catetos e y é
a hipotenusa. Assim:

3?2 + 6% = y?

y? =9+ 36
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y? = 45
y =45
y=3V5

9.2 Razoes Trigonomeétricas no Triangulo Retangulo

B

L

o 90° C

A b -
Podemos estabelecer entre os catetos e a hipotenusa as seguintes razdes trigonométricas:

« SENO de um angulo agudo: razao entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.

~ b ~ C
senB=-esen(C = —
a a

+ COSSENO de um angulo agudo: razao entre o cateto adjacente (préximo) ao angulo
e a hipotenusa.

~ C ~
cosB=—-ecosC =
a

« TANGENTE de um angulo agudo: razao entre o cateto oposto ao angulo e o cateto
adjacente ao angulo.

Q| o

tanﬁzl—)etané:E
c b

» Observacao: Existe uma relacdo importante entre tangente, seno e cosseno de um

angulo.
Vamos chamar o cateto oposto ao angulo de CO, o cateto adjacente de CA e a hipote-
nusa de H.
Note que tana = co e veja que: sena _ % = co i = co
CA " cosa C—If H CA CA

Logo:
o = SEN

COS ¥

Exemplos:

1. Calcule o seno, o cosseno e a tangente do angulo B.
B

10
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Solugio:

Primeiramente devemos encontrar o cateto oposto ao angulo B. Para isso, utilizamos o
Teorema de Pitagoras:

(AC)? +8% =102 = (AC)? = 100 — 64 = AC = /36 =

Assim:

senE:@:

. Uma escada de 10 m é apoiada em um muro, formando com o chao um angulo de 30.
Calcule a altura do muro sabendo que sen 30 = 0, 5.

Solugao:
Fazendo um esbogo do problema, temos um tridangulo retangulo:

\0
-~
~,%_escada
~.o 1o
muro N
h ~,

\l
] 90° 30° N

Assim, a altura do muro € o cateto oposto ao angulo de 30° e a escada € a hipotenusa,
logo:

h
sen 30 = — =0,5
10 ’

h=10-0,5=5m

9.3 Angulos Notaveis

Considere as figuras:

D C
!
450
A B
quadrado de lado ! e diagonal /2 triangulo equilatero de lado [ e altura #

Através dessas figuras vamos estudar as razdes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.



154 CAPITULO 9. TRIGONOMETRIA

Seno, Cosseno e Tangente de 309

Aplicando as definicoes de seno, cosseno e tangente para os angulos de 30°, temos:

5 1 1
sen 30:%25.725
V3
COS3O:%:%E.%:\/T§
_ 5 _J2 _ 1 . V3_\3
tan 0= 1r =35 = vE Vs 8

Seno, Cosseno e Tangente de 452

Aplicando as definicdes de seno, cosseno e tangente para um angulo de 45°, temos:

— L1 1 V2 _ V2
sen 45l\/§ﬁﬁ\}/§f2

_t _J1 1 2 _ V2
COS45—V§—\/§—7§ 2 2
tan30:§:1

Seno, Cosseno e Tangente de 60¢

Aplicando as definicdes de seno, cosseno e tangente para um angulo de 60°, temos:

V3
— 2 3.1 _ V3
sen 60 l%_/f.%_{’
cosGO:%:%-%:%
/3
taHGO:%:%gw%:\/g
2

Os angulos de 30, 45 e 60 sdo chamados de angulos notaveis pois aparecem muito no estudo
(aprendizado) da Trigonometria. Todos os angulos (assim como 0s nimeros) sao importantes,
mas estes aparecerdo com muita frequéncia em nossos estudos.

Resumindo:
X sen x COS X g x
w | 1| £ | &
2 2 3
w | 2| 2 !
2 2
£ L
60° 5 5 N
Exemplos:

1. Uma pessoa esta a 30 m de um edificio e vé o ponto mais alto desse prédio sob um

angulo de 60°. Sem levar em conta a altura do observador, calcule a altura do edificio.
Solucao:
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A
/

o — o m™=®7®

OI——:B

O prédio forma com o solo um angulo reto. Entao, o AOAS é retanguloem S, e OS=30 m
e h séo catetos. Dai:

tan 60:%:\/§:%¢h:30\/§m

Logo, a altura do edificio é de 30v/3 m.

2. Um botanico interessado em descobrir qual o comprimento da copa de uma arvore fez
as observacoes indicadas na figura abaixo a partir de um ponto no solo. Calcule o com-
primento (H), em metros, dessa copa.

609 45°
< N|

I~ 10m

Solucao: Observe o esquema:

Destacamos os dois tridngulos retdngulos a seguir:

Aplicamos a tangente de 45°, pois x € o cateto oposto e 10 m é a medida do cateto
adjacente.

|

10m
tan 45 = {5 € como tan 45 = 1, temos: 1 = {5, logo z = 10

A medida do tronco da arvore € 10 m. Aplicamos a tangente de 60, pois y é o ca-
teto oposto e a medida 10 m € o cateto adjacente.

|

10m
tan 60 = & e como tan 60 = v/3, temos: /3 = £, logo y = 10v/3

Substituindo x e y narelacdo H + x = y , temos:
H+10 = 10v/3
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H=10v/3 — 10
Colocando o fator comum 10 em evidéncia, temos:
H=10-(v3 1)

Portanto o comprimento da copa da arvore é 10 - (v/3 — 1) metros.

9.4 Arcos e Angulos

Arcos de Circunferéncia

Numa circunferéncia de centro em O, consideramos dois pontos, A e B. O angulo formado
pelos segmentos OA e OB, com vértice no centro € chamado de angulo central (AB). Tal
angulo determina na circunferéncia dois arcos de circunferéncia.

Se A = B, temos um arco nulo e outro arco de uma volta.

Medida de um Arco

« Grau (2): é o arco unitario (1) equivalente a 55; da circunferéncia.

Observacao: Uma circunferéncia completa tem 360°.
Um grau pode ser dividido em 60 partes iguais. Cada parte € chamada de minuto.
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1 =060
Um minuto pode ser dividido em 60 partes iguais. Cada parte é chamada de segundo.
1/ — 6077

» Radiano (rd): € o arco cujo o comprimento é igual ao comprimento do raio da circunfe-
réncia que o contém.

Conversio de Unidades de Medidas de Angulos

Podemos afirmar que:
* O comprimento do arco AB & igual a 1 r e sua medida em radianos é de 1 rd;
+ Sabemos da geometria que C' = 2.7.r (comprimento da circunferéncia);

» Se o comprimento da circunferéncia é C = 2.7.r, entdo a medida (em radianos) da
circunferéncia é de 2.7 rd

Logo, como uma circunferéncia tem 360, corresponde em radianos a 27 rd ou:
180 +—— mrd
Exemplos:

1. Determine em radianos, a medida do arco de 60.

180 —— mrd
60 —— ard

Assim, temos a seguinte proporgao:

180 = N 60 7w g
_— = rT = —— = —7T
60 = 180 3
2. Calcule, em graus, a medida do arco ?jf rd.
180 — wrd
T — ?jf rd
Resolvendo a proporgéo, temos:
180 7 180 % 540

== =2 =135

T ‘%’ Y. 4
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Ciclo Trigonométrico

E uma circunferéncia orientada de raio unitério (r = 1), com centro na origem de um sistema
cartesiano (eixo xy). Adota-se o sentido anti- horario como o sentido positivo de orientagdes
dos arcos, sendo a origem dos arcos em A.
Exemplo: Marcar no ciclo trigonométrico um arco de 30 e outro de —30
Yy
1

30° A

Quadrante

E cada uma das quatro partes que o ciclo trigonométrico fica dividido pelos eixos do sistema

cartesiano. y

1

2°Quad 1°Quad

@] 1 T

3°Quad | 4°Quad

Arcos Congruos

Na trigonometria podemos ter arcos de medida maior que 1 volta, ou seja, maior do que 360.
Arcos cOngruos sdo aqueles que possuem a mesma origem e a mesma extremidade. Essa
extremidade quando 0 < a < 360 (em graus) ou 0 < « < 27 (em radianos) € chamada de
primeira determinacao positiva do arco, que chamaremos de aq € £ 0 numero de voltas. Dai
temos a expressao de um arco:

a=ag+ k.360 k€ Zou
a=ay+2.knm keZ

Dois arcos sao congruos quando a diferenca entre eles € um mdltiplo de 360 ou 27 rd.
Exemplos:

1. 30 ¢ 1110 sdo congruos, pois: 1110 = 30 + 3 - 360.



9.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 159

2. Determine a extremidade, o0 quadrante e a expressao dos seguintes arcos:

(a) —1110
Pelo modo pratico temos:
1110+ 360 = 3 no sentido horario por que 1110 é negativo, e restam 30, tem 3 voltas
completas e o ponto na extremidade de arco —30, portanto estd no 4 quadrante.

y

3

“x
-1110°

~ 17.180 3060
4 4 17
765 + 360 = 2 e restam 45, logo TW rd pertence ao 1 quadrante.

y >

)

(b) LT rd
T rd

= 765

—_
NI

dh
NI

9.5 Funcoes Trigonométricas

Ampliaremos nosso estudo das razdes trigonométricas para angulos (arcos) maiores do que
90ou 5 rd.

9.5.1 Funcao Seno
Seno de um Angulo

Consideremos o ciclo trigopnométrico, no qual marcamos o ponto P, que é imagem do numero
real = (angulo central):
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sen X

P’ é a projecéo de P no eixo y.

Definimos como seno do angulo x a ordenada do ponto P e indicamos:

senz = 0P’
Valores importantes de sen z
x 0 30 45 60 90 180 270 360
V2 V3
senz | 0 2 2 ¥3 1 0 —1 0
Exemplos:

1. Calcular sen 450.
Resolugdo: Vamos determinar a 12 determinagéo positiva:
Note que 450 = 90 + 1 - 360
Entdo sen 450 =sen 90 =1

2. Calcular sen 1~.
Resolugdo: Vamos determinar a 12 determinagéo positiva:
1 19-1 42
om _ 19 3 80 3120 4140 6 que 1140 = 60 + 3 - 360.
V3

Entdo sen 13° = sen 60 = 5

Note que

Funcao Seno

Definicao: Chamamos de fungdo seno a funcao que, a cada numero real x, associa 0 seno
desse numero

f:R—-R, f(x)=senz
Dominio: (valores de z) D(f) =&
Imagem: (valores dey ou f(z)) Im(f) =[-1,1]ou{z e R| -1 <z <1}
Grafico: Para construir o grafico da Fungao Seno, devemos localizar inicialmente, no ciclo

trigonométrico, os angulos e determinar o valor de seu seno. A variagdo da fun¢do sen z, com
x variando no intervalo |0, oo, isto é, o ponto P parte do 0 e se movimenta sobre o ciclo no



9.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 161

sentido anti-horario.

senoide

O gréfico da funcéo seno é chamado de senoide e continua a direita de 2w e a esquerda
de 0 (zero).
Sinal e Variacao da Funcao Seno

Quadrante | | i v
Arco 0— % o T— 3 2m
Sinal + + — —

Variacao 0—+1 +1—0 0——1 —-1—=0
Crescimento | crescente | decrescente | decrescente | crescente

Pela observacéo do gréafico, podemos concluir que:

» 0 dominio da fungao sen = é o conjunto dos numeros reais, isto &, D = R.

» aimagem da funcdo sen x é o intervalo [—1, 1], isto é, —1 < senx < 1.

+ a partir de 27 a funcdo seno repete seus valores, portanto € uma fung¢ao periddica.

» Observe que, a partir de um determinado valor de z, cada vez que somamos 27, a
funcdo seno assume sempre o mesmo valor; portanto, o periodo da funcao seno é
p = 27. Note também que:

— Sesenz = OF/,
- sen (z +27) = OF'
- sen (z +4n) = OF'

—sen (z+kr)=0P keZ

Quando somamos 2kw ao arco x, estamos obtendo o mesmo valor para o seno (OF’),
portanto a funcao seno é periédica e o seu periodo é 27, isto é:
senz =sen (z+2km) ke Z

Exemplos:
1. Construir o gréfico da fungao real y = 1 4 sen z, explicitando seu dominio, a imagem e

a periodicidade.
Resolucio: Tabelando a funcao, temos:

x |senz | l4+senz |y
0 0 1+0 1
bl 1 1+1 2
T 0 1+0 1
37“ -1 1+(=1) |0
2w 0 1+0 1
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Grafico:

T T T T T
B 2 0 w2 m 32 2n

Observando o gréfico, temos: D =R; Im = [0,2]; p = 2.

9.5.2 A Funcao Cosseno
Cosseno de um Angulo

Marcando o ponto P no ciclo trigpnométrico, que € imagem do numero real z, definimos como
cosseno do angulo z a abscissa do ponto P e indicamos:

cosx = OP”
A
p
P" é a projecao de P no eixo .
Valores importantes de cos z
T 0 30 45 60 90 180 270 360
cosx | 1 ‘/75 */75 % 0 —1 0 1

Funcao Cosseno

Definicao: Chamamos de fungdo cosseno a fungao que, a cada numero real x, associa o
cosseno desse numero:

f:R—=>R, f(z)=cosz
Dominio: (valores de x) D(f) =R
Imagem: (valores de y ou f(z)) Im(f) =[—-1,1]ou{z e R| -1 <z <1}

Grafico: Para construir o grafico da Funcao Cosseno, devemos localizar inicialmente, no
ciclo trigonométrico, os angulos e determinar o valor de seu cosseno:
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A |

T ou 180° 270° 21T

cossenoide

————— -

O gréfico da funcdo cosseno € chamado de cossenoide e continua a direita de 2w e a es-
querda de 0 (zero).

Sinal e Variacao da Funcao Cosseno

Quadrante | [] 11l v
Arco 0—2 o T— 2 o om
Sinal + — — +

Variacao +1—0 0——1 -1—0 0— +1
Crescimento | decrescente | decrescente | crescente | crescente

Pela observagéo do gréafico, podemos concluir que:

» 0 dominio da fungao cos x € o conjunto dos numeros reais, isto é, D = R.

* aimagem da fungéo cosx é o intervalo [—1, 1], isto é, —1 < cosz < 1.

+ a partir de 27 a funcdo cosseno repete seus valores, portanto é uma fungao periédica.

» Observe que, a partir de um determinado valor de z, cada vez que somamos 27, a
fungéo cosseno assume sempre 0 mesmo valor; portanto, o periodo da fungao cosseno
é p = 27. Note também que:

* Se cosz = OP”,

* cos(x +2m) = OP"

* cos(x + k) =0OP" kel

Quando somamos 2kw ao arco x, estamos obtendo o mesmo valor para o cosseno
(OP"), portanto a funcdo cosseno é periddica e o seu periodo € 2w, isto &, cosz =
cos(x + 2km) k€ Z

Exemplo:

Construir o grafico da fungéo real y = cos 7, explicitando seu dominio, a imagem e a
periodicidade.
Resolugéo: Tabelando a fungao, temos:

r | 5 |cosT |y

0|0 1 1

T | 5 0 0
2 | -1 | -1
3m 2] 0 |0
A | 27 1 1

Grafico:
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Observando o gréfico, temos: D = R; Im = [—1,1]; p = 4n.

Reducao ao 12 Quadrante

Reducao do Segundo Quadrante para o Primeiro

sen

sen (180 — x) = sen (x)
cos(180 — x) = — cos(z)

Note que falta = para 180 ou .
Do exposto, podemos dizer que:
Dois arcos suplementares = e 180 — x tém: senos iguais e cossenos simétrico.

Reducao do Terceiro Quadrante para o Primeiro

A

SeEN

sen (180 + x) = —sen (z)

cos(180 + x) = — cos(z)

Os arcos z e 180 + z tém: senos simétrico e cossenos simétrico.
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Reducao do Quarto Quadrante para o Primeiro

sen (360 — x) = —sen (z)
cos(360 — ) = cos(x)

Os arcos = e 360 — = tém: senos simétrico e cossenos iguais.
Vale observar que 360 — x € —x s&0 cOngruos.
Das figuras também obtemos:
sen (360 — x) = sen (—z) = —sen (x)
cos(360 — x) = cos(—z) = cos(z)
Exemplos:

1. Calcule os valores de sen (210) e cos(210)
Esse arco esta no 3° quadrante e reduzindo ao 1 quadrante, temos:
210 = 180 + 30, logo a redugéo ao 1° quadrante sera o angulo de 30. Assim,
sen (210) = —sen (30) = —1

2
c0s(210) = —cos(30) = —\/75

2. Determine sen (%)
Calculando a 1 determinagé&o positiva:
E-i¥oomil
Esse arco esta no 2° quadrante e reduzindo ao 1 quadrante, temos:

2 3mr—2 5 5~ A ;
™ — % = =" = 7, logo a redugdo ao 1? quadrante sera o 4ngulo de 3. Assim,

sen (37) = sen (X&) =sen (I) = 42
3. Encontrar o seno e o cosseno de:

(@) 120
Esse arco esta no 2° quadrante e reduzindo ao 1 quadrante, temos:
180 — 120 = 60 entao,

sen (120) = sen (60) = g
cos(120) = — cos(60) = _%

(b) 240
Esse arco esta no 3° quadrante e reduzindo ao 1 quadrante, temos:
180 + z = 240 = x = 60 entao,
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sen (240) = —sen (60) = —\/73

1
cos(240) = — cos(60) = -3

4. Determine os sinais do seno e do cosseno de :

(@) 75
sen (75) esta no 1°q. entdo é {+}
cos(75) esta no 1°q. entdo é {+}

(b) 300
sen (—300) esta no 4°q. entdo € {—}
cos(—300) esta no 4°q. entdo é {+}

5. Encontre o valor da expresséo U = 2.sen (150) + 3.sen (270)
Solugéo:
Vamos reduzir o seno de 150 ao primeiro quadrante:

1
sen (150) = 180 — 150 = 30 = 3

sen (270) = —1

Agora como ja temos os valores dos senos, agora colocaremos esses valores na fungao,
entao: .

U=2. <§> +3.(-1)=U=-2

9.5.3 Funcao Tangente
Tangente de um Angulo

Considere o ciclo trigpnométrico e uma reta t paralela ao eixo y tragada pelo ponto A. Essa
reta é chamada de eixo das tangentes.

A interseccdo da reta OP com o eixo das tangentes serd o ponto 7', determinando em
t o segmento orientado AT. Definimos como tangente de x a medida do segmento AT e
indicamos:

tanz = AT

[
-

tgx

Y
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A tangente ¢ definida como tanz = 3802 com cosz #£ 0 = = # 90 + £.180, k € Z.

Valores importantes de tanx

z |0 30 15 60 90 180 270 360
tanz | 0 3 1 V3 A 0 A 0

Funcao Tangente

Definicao: Chamamos de fungdo tangente a fungao f definidade x € ®/x # 90+ £.180, k € Z —
R que a cada numero z, associa a tangente desse numero:

f(x) =tanx

Dominio: (valores de x) D(f) = {z € R|x # § + kn. k € Z}
Imagem: (valores de y ou f(z)) Im(f) =R

Grafico: Para construir o grafico da Funcao Tangente, devemos localizar inicialmente, no
ciclo trigopnométrico, os angulos e determinar o valor de sua tangente:

T
tg
T
A
o

0 L . 37 .
o T 27
M 2 / 2 /"r

Sinal e Variacao da Funcao Tangente

Quadrante I | ]| v
Arco 0— % o ™— 3 2
Sinal + - + -

Variacao 0—>+00 | —c0c—=0 | 0— 400 | —00—0
Crescimento | crescente | crescente | crescente | crescente
Exemplos Gerais de Aplicacoes:
1. Determine os sinais de:
(a) tan(230)
Como 230 esta no 3% quadrante, o sinal € +
(b) tan(—45)
Como —45 esta no 4° quadrante, o sinal é —
2. Calcule o valor de f(z) = tanx quando:
(@) = =135
V2
sen 135  sen 45 e
135) = tan 135 = = =_—2_—_1
f(135) = tan cos135  —cos4d _v2

vl

9.6 Outras Relacoes Trigonométricas

Vamos definir mais trés importantes relacées trigonométricas para um angulo = que serao
muito uteis na simplificacdo de expressdes e na definicdo de novas fungdes trigonométricas:
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9.6.1 Cotangente

1 COS T
tar = = k.180
corgr tanx senz’ T7

9.6.2 Secante

secxr =

1
, 2 % 90 + £.180
xXr

9.6.3 Cossecante

cossecr =

L k180
A
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Veja no seguinte grafico, todas as fungdes trigonométricas:

As

BC = cotg 0

OP' = sen 6

Plg -

Exemplo:

Determine cotg(30), sec(30), cossec(30).

Solugéo:

Sabendo que sen 30 = L, cos 30 = ¥, entdo:

V3
. - 2 _¥32__
cotg30) = I 3
2
1 2
°se(:30:—:lzi§
NERE] 3
2
* cossec3) = — =2

MI»—I| —

OP" = cos § P"

OC = cossec 0

AT =tg 0
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9.7 Relacoes Trigonométricas Fundamentais

1
. P
¢ ---=---
|
sen x : sen x
r x
— 11 ,
o) A o C¢osT A
COS X
sen’s 4 cos*r =1
—1

A essa relagdo, valida para todo = € R, damos o0 nome de Relagdo Trigonomeétrica Funda-
mental
Exemplos:

1. Dadosenz =2, com 0 <z <90 0uz € I Q, calcular cos z.

2. Sabendo que cosz = —¥2, com = € I] Q, calcular:

(a) senzx
Solugéo:
Utilizando a Relacao Trigonométrica Fundamental, temos:
sen®z + cos?x =1

sen?z(—¥2)? =1

senr=1— g

sen?r = %

sen’zy = ¢

senz =+ g

senz = +¥0

Como 90 < z < 180, temos que o seno é positivo, logo sen =z = V6
3

(b) tanz

Agora, ja sabemos quanto vale o seno e o cosseno de z, assim:

senz V6 VI8 32

t = = = _ 2
ME= sz _\/Tg V3 3 3 V2
(€) secx
A definicdo de secante diz:
1 1 3
SCT= cosz _\/?5 T3 -V3
(d) cotg x

Pela definicdo de cotangente, temos:
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1 1 V2

tanz _\/§: 2

cotgr =

(e) cossecx
A definicao de cossecante é:

1 1 3 3V6
6

cossecr — = = = —F= =
senx \/TE V6

o5

9.8 Identidades Trigonométricas

Quando temos uma igualdade de expressdes trigopnométricas, dizemos que é uma ldentidade
Trigonomeétrica se essa igualdade for valida para qualquer valor real de x.

Para mostrar que a identidade € verdadeira, podemos utilizar qualquer uma das relagdes
trigonométricas ja estudadas e escolher um dos processos de demonstracao:

1. desenvolver um dos membros da igualdade até chegarmos ao outro;

2. transformar o 1° e 0 2° membro da igualdade numa mesma expressao.

Exemplos:
Demonstrar as seguintes identidades trigonométricas:
1. tan’x + 1 = sec®x
Solugéo:
Transformando todas as razdées em fungao de seno e cosseno, temos:
(senx)z +1= (L)Q
cos T

Ccos T

Sen3z 1
cos 2z +1= cos 2z
SeN2z+cos?x __ 1

cos 2z T cos?zx

L = 1 0 que mostra que essa identidade é verdadeira

COs “x Cos “x

2. tanx + cotg x = tan x.cossec’x
Solugao:
Transformando todas as razées em funcao de seno e cosseno, temos:

Sen: cosz __ S€eNzx ( 1 )2
cos T SeNz = cosz "\SeNzx

SeN2z+cos?z __ S€Nzx 1
SeNxz.cosz ~ cosz “S€N2z

1 B 1 . . . .
S oos — Sen. o= O que mostra que essa identidade € verdadeira

9.9 Arcos Trigonométricos

9.9.1 Soma e Diferenca

Considerando dois arcos quaisquer de uma circunferéncia trigonométrica, cujas medidas
sd0 a e b, podemos escrever as seguintes relacoes:
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Seno da soma:

sen(a+b) =sena-cos b+senb-cos a

Seno da diferenca:

sen(a—b)=sena-cos b—senb-cos a

Cosseno da soma:

cos(a+b) =cos a-cos b—sena-senb

Cosseno da diferenca:

cos(a — b) =cos a-cos b+sena-senb

Considerando dois arcos quaisquer de uma circunferéncia trigonométrica, cujas medi-
dassdoaeb, (a #Fothkmb#F S +krea+b# 5 +kmke Z), podemos escrever as seguin-
tes relacdes:

Tangente da soma:

__ _tana+tanb
tan(a + b) " l1—tana-tanb

Tangente da diferenca:

__ _tana—tanb
tan(a + b) " 1+tana-tanbd

Acompanhe a aplicagéao dessas relagdes nos exercicios resolvidos.

Exemplos:

1. Calcule o valor de:
a)sen 105 b)sen15 c¢)cos75 Soluggo:

(@) sen 105 = sen(60 + 45) = sen 60 - cos 45 + sen 45 - cos 60 =
SV2Z o v2 L V6+v2
2 2 2 4

[
o=

V2 _ /62

_ V3. V2 1. V2 _ V6—V2

-2 2 2 2 4
Observe que sen 15 = cos 75, pois 15 + 75 = 90.
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4

5,senb

ol

2. Determine sen(a + b) sabendo que sen a =
Solugao:
Utilizando a relagé&o fundamental da trigonometria, temos:
sen?a+cosla=1=cos’a=1-sen*a=1— (%)2 =1-3
Como § < a <, entdo cos a < 0, 10go cos a = —%.
cos’b+sen*b=1=cos’b=1—-sen’b=1— (%)2 =1-

Como 7 < b < 7. Logo, cosb = —3.

9

s
€3

16

25
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< a, b < m (2 quadrante).

_ /9 _ 13
= cosa = =+ —25—j:5
_ /16 _ 1 4
= cosb =4 —25—15

9
25

16
25

Conhecidos os valores do seno e do cosseno e utilizando a férmula do seno da soma,

temos:
sen(a+b) =sena-cosb+senbecos a=3%-(—1)+2- (-2
Logo, sen(a + b) = —
3. Calcule o valor de:
a) tan75 b) cotg 75 55”
_ __ tan45+4+tan30 __ +£ 3+vV3 _
(a) tan75 = tan(45 + 30) = {RRlotandz — — L 3:/5 =

55 180

(b) cotg =5 55” = cotg = cotg 825

—1

2+4/3

Como 825 uItrapassa uma volta, vamos calcular a 1°determinagao positiva.

825°% 13607
105° 2
—~—

|—.~ voltas
—+12 determinacdo positiva

cotg 825 = cotg 105 =

tan 105

Mas:
tan 105 = tan(45 + 60) = ltfilafggnﬁgo - 11:3@
Logo:
cotg 825 = ; = hf tg = 1—?\_/§+3 =243 — 7“/(2 V3) _22V3 _ /39
Portanto cotg ¥r — =3 -2.
4. Demonstre que para qualquer x real diferente de ki, vale:
a) tan (5 — x) =cotgx Db)sec (’—2’ — x) = cossec T
Solugéo:
sen(z—z

(@) tan (— — 33) = Cos(éf )) sens = cotg
Portanto tan (— — :zc) = cotg x.

(b) sec (— —:r) = — ; j = m = cossec x
Portanto sec (5 — SL’) = cossec T

9.9.2 Arco Duplo
2 -sen x -

Seno: : sen(z+x) =8enx-cosz+ SEN x - cosx =

COS ™
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Cosseno: | cos 2z |= cos(z + x) = cosz - cosz — SeN - sen x = cos’ z—sen’s |

Utilizando a relacdo fundamental da trigopnometria, podemos expressar cos 2z em fungao
apenas de cosz OU sen x:

o | cos2x |=cos®x — sen®r =cos®r — (1 —cos’z) =cos’x —1+cose = 2-cos®x— 1

o | cos2r |=cos"x — .‘-_;'f’.ﬂz.'f' =1- .‘:i(‘,"f!,z.,l.‘ — .‘;'f’.”z.'f' =

Tangente: tan 2z = tan(r + x) = -faprttans

l—tanz-tanz

Exemplos:

1. Sendo secz = 2z, & < x < 2, calcule:
a) sen 2z b) cos2x
Solugéo:

(a) sen2x
L — 9= cosxr=1
cos T 22
cosz+sen’z=1= ()" +sen?z=1=1+sen*z=1=senz=1-1="21=
S seny =44
Como 2 < z < 2, entdo sen z =

_ V3
5 -
— — V31 _ V3
LogO, sen 2:L‘—236nxcosm—2<—7)§——7

SeC T =

(0) cos2z =2-cos?zx—1=2(1)-1=—
)

N =

2. Sendo sen z + cosx = 1, calcule sen 2z.
Solugéo:
senz +cosx=1= (senz+cosz)*> =12 =sen*r+2-senz-cosz + cos’r = 1 =
:>§en2x+0052@+2-senx-cosag: 1+sen2z=1=sen2zx =0
T sen 2.
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9.10 Foérmulas de Trigonometria

As Oito Identidades Trigonométricas Fundamentais

__ sen x __ cosx _ 1 _ 1
tanx = o= cotg x = >~ cosec r = o — secr = ~—

_1
tanz

cotg z = sen? x + cos?z =1 1 + tan %z = sec %z 1+cotg? = = cosec? x

Identidades sobre Soma e Diferenca

* sen (a+b) =sena.cosb =+ sen b.cosa
* cos(a +b) = cosa.cosbF sen a.sen b

. __ _tana+tanbd
tan(a + b) ~ l1—tana.tanb

__ _tana—tanbd
* tan(a - b) ~ l+tana.tanb

Identidades sobre Medidas Multiplas

* sen 2a = 2sen a.cosa

2

e cos2a = cos?a —sen?a cos2a = 1 — 2sen3q cos2a =2cos?a— 1

2tana

* tan2a = TtonZa

1—cos2a

2 14-cos2a
2 1+cos 2a

e sen?q = % cos“aq = tana =

. sen2 %a — l—czosa COS2 %(I — 1+c20$a

1 _ l—cosa 1__ _sena
* tan 20 = “sena tan2a_ 1+cosa

Identidades para o Produto, Soma e Diferenca de Senos e Cossenos
* sen a.cosb = 3[sen(a + b) + sen(a — b)] cosa.cosb = [cos(a + b) + cos(a — b)]
* cosa.senb = i[sen(a+b) —sen(a—b)]  sena.sen b= L[cos(a — b) — cos(a + b)]
» sen a +sen b = 2.sen(2+?). cos(%2) sen a — sen b = 2. cos(%3?).sen(%52)

* cosa+ cosb = 2.cos(%F?). cos(%52) cosa + cosb = —2.sen(%2).sen(%52)

Algumas Formulas de Reducao

sen(—x) = —senx cos(—x) = cosw tan(—x) = tanx
sen(5 —x) = cosx cos(5 —x) =senx tan(5 — ) =cotg x
sen(g +x) = cosw cos(§ +x) = —senzx tan(5 + x) = —cotg x

sen(m —x) =senz cos(m —x) = —cosx tan(m — x) = —tanx
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Lei dos Senos e dos Cossenos

a, b e c representam as medidas dos lados de um triangulo: «, (3 e v representam as medidas dos
angulos opostos aos lados de medidas a, b e ¢, respectivamente.

« Leidos Senos: — ¢ = bt — _c

sen « sen 3~ sen vy

+ Lei dos Cossenos: ¢? = a® + b? — 2ab. cosy



Capitulo 10

Matrizes e Determinantes

IMPORTANTE! I'!

O material a seguir é de extrema im-
portancia nas disciplinas de Geome-
tria Analitica, Algebra Linear, Progra-
macao Linear e Equacgdes Diferenci-
ais Ordinarias (E.D.O). Por isso requer
uma leitura com muita atengao!

10.1 Matrizes

10.1.1 Matrizes: Introducao e Notacao Geral

A teoria das matrizes tem cada vez mais aplicacdes em areas como Economia, Engenharia,
Matemética, Fisica, dentre outras. Vejamos um exemplo de matriz.

A tabela a seguir representa as notas de trés alunos em uma etapa:

Quimica | Inglés | Literatura | Espanhol
A 8 7 9 8
B 6 6 7 6
C 4 8 ) 9

Se quisermos saber a nota do aluno B em literatura, basta procurar o nimero que fica na
segunda linha e na terceira coluna da tabela.

Vamos agora considerar agora uma tabela de numeros dispostos em linhas e colunas,
como no exemplo acima, mas colocados em parénteses ou colchetes:

linha - /[8 7 9 8 RITI9 B
6 6 7 6 ou 667 6
4 8 5 9 41815 9

coluna

Em tabelas assim dispostas, os nimeros sao os elementos. As linhas sao enumeradas de
cima para baixo e as colunas, da esquerda para a direita:

176
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12 linha - 1

1 4 7
22 linha — 2 ﬁ _\/g
32 linha = ( 0 5

[ I {T—3=‘l coluna

—

22 coluna
13 coluna

Tabelas com m linhas e n colunas (onde m e n sdo numeros naturais diferentes de 0) sao
denominadas matrizes m x n. Na tabela acima temos uma matriz 3 x 3.
Veja mais alguns exemplos:

2 3 1], , .
130 —3 —17 } € uma matriz do tipo 2 x 3
T | |

‘111 }eumamatnzdo’uponZ
L 2 3

10.1.2 Notacao Geral

Costuma-se representar as matrizes por letras maiusculas e seus elementos por letras mi-
nusculas, acompanhadas por dois indices que indicam, respectivamente, a linha e a coluna
que o elemento ocupa.

Assim, uma matriz A do tipo m x n € representada por:

ajp a2 ... Qin
21 929 e Aoy
A= a3 az ... Qasy
Am1 Am2 ... Omn
L d mXn

ou, abreviadamente, A= (a;;)mxn, €M que i e j representam, respectivamente, a linha e a
coluna que o elemento ocupa. Por exemplo, na matriz anterior, a,; é o elemento da 22 linha e
da 32 coluna.

. 2 —1 5 ai :2,a12 =—-lea3=>5
Na matriz A= m
a mat [4 % ﬁ}’te OS{6121:4,@22:%9@23:\/§

OunamatrizB=| -1 0 2 5],temosa;; = —1,a12=0,a13 =2€ a4 = 5.

Exercicios Resolvidos

1. Determine a matriz A= (a;;)2x2 tal que a;; = 2i + j.
Solugao:

al] a2

Sendo A do tipo 2 x 2, a matriz associada ¢ da forma:
asy a2

l—r‘uluun

linha [
Como a;; = 2i + j, temos:
ajp=2-(1)+(1)=3(poisi=1ej=1) as =2 (
CL12:2(1>+(2):4 a22:2-(2
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3 4
Logo,A:{5 6]

—i?, se i+ j é par

2. Dada a matriz A= (a;;)sx5 tal que a;; = { % se i+ 6 impar ’ determine ass + a4o.

Solugéo:
Q40 = —(4)2 = —16
LOgO, Q3o+ agg =12 — 16 = —4.

10.1.3 Tipos de Matrizes

Algumas matrizes, por suas caracteristicas, recebem denominagdes especiais.

Matriz Linha: matriz do tipo 1 x n, ou seja, com unica linha. Por exemplo, a matriz
A=[4 7 -3 1],dotipo1 x 4.

Matriz Coluna: matriz do tipo m x 1, ou seja, com unica coluna. Por exemplo, a matriz
1
B= 2 |, dotipo 3 x 1.
—1
Matriz Quadrada: matriz do tipo n x n, ou seja, com 0 mesmo numero de linhas e colu-
. . . 2 . .
nas; dizemos que a matriz € de ordem n. Por exemplo, a matriz C= { 4 I } € do tipo 2 x 2,

isto €, quadrada de ordem 2.

Numa matriz quadrada definimos a diagonal principal e a diagonal secundaria. A diago-
nal principal é formada pelos elementos «;; tal que ¢ = j. Na diagonal secundaria, temos
t1+j5=n+1

Observe a matriz a seguir:

A,‘; ==
ordem da matriz—

diagonal secundaria diagonal principal

a1 = —1 é 0 elemento da diagonal principal, poisi = j =1
az; = 5 € 0 elemento da diagonal secundaria, poisi+j=n+1(3+1=3+1)

Matriz Nula: matriz em que todos os elementos sao nulos; é representada por 0,,,x,-

000
Por exemplo, 05,3 = [ 00 0 }
Matriz Identidade: matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal principal sao
iguais a 1 e os demais sé@o nulos; € representada por I,,, sendo n a ordem da matriz. Por

exemplo:

10
I = [ 01 }
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100
Ii= ] 0N 0
0 01

Assim, para uma matriz identidade I, = (a;;), a;j = { 1, sei=

0,sei#j °
Matriz Oposta: matriz —A obtida a partir de A trocando-se o sinal de todos os elemen-

tos de A. Por exemplo, se A = [ i _01 } entao —A = { :i ? }

Matriz Transposta: matriz At obtida a partir da matriz A trocando-se ordenadamente as
linhas por colunas ou as colunas por linhas. Por exemplo:

ﬂ 2 3 0
Sed=1_1 9

Desse modo, se a matriz A é do tipo m x n, A* é do tipo n x m.
Note que a 12 linha de A corresponde a 12 coluna de At e a 22 linha de A corresponde a 22
coluna At.

Matriz Simétrica: matriz quadrada de ordem n tal que A = A'. Por exemplo,
3><':') 6
e O _ e _ _a _ g

A= )><2><i é simétrica, pois ai2 = as = 5, aiz = as; = 6, a3z = az = 4, ou seja, temos
6" 4

sempre dq; = dj;.

Exercicio Resolvido

1. Classifique as matrizes dadas quanto ao tipo e a ordem.

oa-[11]

byB=[1 4 5|

Solugéo:

N

) 01

b)B=[1 4 5] — matriz linha do tipo 1 x 3

= [ L3 } — matriz quadrada de ordem 2

1
c)C=1| 2 | — matriz coluna do tipo 3 x 1
-1



180 CAPITULO 10. MATRIZES E DETERMINANTES

d)D[

10.1.4 Igualdade de Matrizes e Operacoes

O O
O = O
— O O

} — matriz identidade de ordem 3 (I3)

Igualdade de Matrizes
Duas matrizes, A e B, do mesmo tipo m x n, sdo iguais se, e somente se, todos os elementos
que ocupam a mesma posicao sao iguais:

A=DB<+=aqa;;=0b;paratodol <i<metodol<j<n

2 0 2 ¢ -
SeA—[_1 b}’B_{—l 3}eA—B,entaoC—Oeb—3.

Operacoes Simples Envolvendo Matrizes
Adicao

Dadas as matrizes A = (ai;)mxn € B = (bij)mxn, chamamos de soma dessas matrizes a matriz
C = (¢ij)mxn, tal que ¢ = a;; + b;;, paratodo 1 <i<metodol < j<nm:

Exemplo:

23 0] [3 1 1] _[2+43 341 0+1]_[541
01 —1 1 =1 2| | 0+1 1+4(=1) —1+2| |1 0 1

Observacao:
A + B existe se, e somente se, A e B forem do mesmo tipo.

Subtracao

Dadas as matrizes A = (a;j)mxn € B = (b;j)mxn, chamamos de diferenca entre essas matrizes
a soma de A com a matriz oposta de B:

[A-B=A+(B) |

Observe os exemplos:

O Y S ) B e Y i) B et ) ey

2. Sendo A = 2 3}eB:{_32 _41],calcule:

a)A' + B! by A—B c) (A+ B)!
Solugao:
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a) A' + B'

2 3 , 21 3 -1 . 3 -2
A:[1 4}jA_{3 4} B—{—2 4];‘3_{—1 4}
Assim:

DL [21 3 27 243 1-2] [5 -1
A+B_{3 4}*[—1 4]_{3—1 4+4}_[2 8]
2 3 3 -1 237 [-3 1 2-3 3+1
b)A_B:AJ“(_B):L 4}_{—2 4}:{1 4}‘{2 —4}:{1% 4—4}_
-1 4
o)
c) (A+ B)

ComoA+B:{ > 2],entéo(A+B)t:{5 _1}

-1 8 2 8
Comparando os itens a e ¢, podemos notar que:

(A+ B) = A" + B

Multiplicacao de um Numero Real por uma Matriz

Dados um numero real x e uma matriz A do tipo m x n, 0 produto de x por A é uma matriz
B do tipo m x n obtida pela multiplicagdo de cada elemento de A por x, ou seja, b;; = za;;:

B = xA

Observe o seguinte exemplo:

g2 7] 32 3.7]_[6 21
1 0] [3-(=1) 30| | -3 0
Exercicios Resolvidos

1. Dadas as matrizes A = { (1) ; } e B= { 3 _21 },determine:

a)iA b)-3B c¢)24-3B

Solugéo:
31003 1o 1.3 0 1
o417 34 =3-(-1)]_[-12 3
(b) =35 = 3{0 2}_ -3-0 -3-2 ]_{0 —6}
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2 —1
2.Sendo A= |3 | eB= 0 |,
0 2

determine as matrizes X e Y tal que
3X—-Y=2A-BeX+Y=A—-B.

Solugéo:
:%X—/}’zzA—B+
X+Y=A-B
21 (5] [
4X=3A-2B=X=4(BA-2B)=1-A-3-B=|2 |+ | o [=]| 2
0 —1 -1
De X +Y =A—- B, vem:
9 1 -2 1
Y=A-B-X=|[3|+]| o |+]|2|=]| 3
4 4
0 —2 1 ~1

Multiplicacao de Matrizes

O produto de uma matriz por outra ngo é determinado por meio do produto dos seus
respectivos elementos.

O produto das matrizes A = (ai;)mxp € B = (bij)pxn € @ Matriz C' = (c;;)mxn €M que cada
elemento c; € obtido por meio da soma dos produtos dos elementos correspondentes da
i-ésima linha de A pelos elementos da j-ésima coluna de B.

Vamos multiplicar a matriz A = { L2 } e B = { 4 9

3 4 3 } para entender como se obtém

cada cj;:
*12 [inha e 12 coluna
. 1 C11

1 2] -1 3] [ (=1)+2-4] —
ER RN EIE e

*12 linha e 22 coluna

(1 2 -1 13 [ 7 1-3+2-2
3 4 4 [2]] — —
* 2% linha e 12 coluna
[ 1 2 11371 [ 7 7
3 4 412 (B (=1)+4-4] —
o 1 i €21 .
* 22 linha e 22 coluna
1 2 -1 [3]] _ 7 7
4 (2] 13 3:34+4.2

Assim, A- B = T }

Observe que:
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B.A— TR (=D -143-3] [(=1)-243-4]]
a4 3/ 4| 7| @123 [@E-2+2.4 |
- -

Portanto, A- B # B - A, ou seja, para a multiplicagdo de matrizes nao vale a propriedade
comutativa.

8 10
10 16

2 3
OleB:{

-1 4

2:143.(-2) 2:243:0 2:343:4 -4 4 18
0 1 [ =] -2 0 4
-9 -2 13

_12 } = 0-1+1-(-2) 0-241-0 0-3+1-4
: —1:1+4-(-2) —1:2+4+4:0 —-1-3+4-4
Da definicao, temos que a matriz produto A - B s existe se o numero de colunas de A for
igual ao numero de linhas de B:

Vejamos outro exemplo com as matrizes A =

1 2 3
-2 0 4

A-B=

Amx®|_.=‘8§]xn = (A ’ B)mxn

A matriz produto tera o nimero de linhas de A(m) e o numero de colunas de B(n):

e se A e 5, entao (A B)3xs e se A1) e Boxs, entdo nao existe o produto
pge B (4 B)sx b < Boa :
Exemplos:
5 2 =3 1
1. Calcule o produto de - | 0 [, se existir.
1 4 0 5
Solugéo:

Inicialmente, devemos verificar se é possivel multiplicar as matrizes. A 12 matriz € do
tipo 2 x 3 e a 22 ,do tipo 3 x 1. Como o numero de colunas da 12 é igual ao niumero de
linha da 22, o produto é possivel e a matriz resultante é do tipo 2 x 1:

HEIREE R NED

14 0 5 1-144-04+0-5 1
. . 11 4 2
2. Determine a matriz X tal que X - A = B, sendo A = 5 0| © B = 6 0l
Solugéo:
Como a matriz X € fator de um produto, € necessario, inicialmente, determinar o seu
tipo.
Assim, se X - Ayyo = DBayo, entdo X € do tipo 2 x 2. Logo, X = [Z 21 Dai:

a b 1 1| |4 2 a+2b a | |4 2

[c d}[Q 0]_{6 0}:{c+2d c}_{6 o}

a=2 o a+2b=4(l)

c=0 c+2d =56 (Il
Substituindoa=2em () ec=0em (ll),vem: 2+ 2b=4=0b=1e0+2d=6=d =3

Logo,X:{2 1].

Da igualdade de matrizes, temos

0 3

3. Dada a matriz A = [ (2) _11 } , calcule A% — 2A.
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=

Solugéo:
2 oa_ 2 =17 2 -1] _f2 -1]_[4 -3] [4 =2
Rt E e B el B el B b N el

10.1.5 Matriz Inversa

Dada uma matriz A, quadrada, de ordem n, se existir uma matriz A’, de mesma ordem,
talque A- A'=A'"- A= 1,, entdo A’ é matriz inversa de A. Representamos a matriz inversa
por A1

Acompanhe o procedimento para determinar uma matriz inversa.

Exercicio Resolvido

1. Sendo A = [ 9 1
Solugéo:

Existindo, a matriz inversa € da mesma ordem de A.

Como, para que exista inversa, é necessario que A- A’ = A’ - A = [,,, vamos trabalhar
em duas etapas:

12) Impomos a condicéo de que A - A’ = [,, e determinamos A’:

12_ab_10:>a—|—20 b+2d | |10
-2 1 cd| |01 —2a+c =2b+d | |0 1

Da igualdade de matrizes, temos:

1 2 , . I
, determine sua inversa, se existir.

a+2c=1 b+2d=0
—2a+c=0 —-2b4+d=1
Resolvendo os sistemas pelo método da adicao, vem:
a+2c=1 20+4c=2=0
—2a+c=0 —2a+c=0
5c=2=c¢c= %

Substituindo o valor obtido para ¢ em uma das equacgdes do sistema, temos:
a+2c=1=a+2-2=1l=a+i=1=a=1-1=a=1

b+2d=0 2b+4d =0
—-2b+d=1 —2b+d=1
Sdd=1=d=1

Substituindo o valor obtido para d em uma das equacgdes do sistema, temos:
b+2d=0=>b+2-1=0=>b=—2

Assim: S
o a b _|s _g]
cal |3
22) Verificamosse A'- A =1, :
ot | B B vl B I B
5 5 5 5 5 5 E s

ST IN
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20 10
= = :IQ
0 2 01

Portanto, temos uma matriz A’ talque A- A’ = A’ - A = [,. Assim, A’ é inversade A e
pode ser representada por:

_2
5
1
5

10.2 Determinantes

Al =

| — |
(SN

10.2.1 Introducao

Como vimos anteriormente, matriz quadrada € a que tem o mesmo numero de linhas e de
colunas (ou seja, é do tipo n x n).

A toda matriz quadrada esta associado um numero ao qual damos o nome de determi-
nante.

Dentre as varias aplicacdes dos determinantes na Matematica, temos:

* resolucdo de alguns tipos de sistemas de equacgdes lineares;

+ calculo de area de tridngulo situado no plano cartesiano, quando sdo conhecidas as
coordenadas dos seus vértices.

10.2.2 Determinante de 22 Ordem

aip a2
Qg1 G22
determinante de 22 ordem, € dado por:

Dada a matriz M = } de ordem 2, por definicdo o determinante associado a M,

| |
ayy, 012
det M = | e | = 11099 — (12091
| G217 aze |

Portanto, o determinante de uma matriz de ordem 2 é dado pela diferenca entre o produto
dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundéria. Veja
o exemplo a seguir.

Sendo det M = ‘ Z g ' temos:

=2:-5-4-3=10-12=det M = -2

Exercicios Resolvidos

1. Calcule o valor do determinante:

6

N =
N |

=~ Wl

det M = ‘
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. | 3x 3 B
2. Calcule o valor de z real nalgualdade.‘ A x+3‘_o
Solugéo:
?f xig’:0:>3.1'(l’—|—3)—4-3:0:>3$2—|—9£L'—12:0:>.CL'2+31'—4:():>

r=—-4ouzxz=1

10.2.3 Determinantes: Regra de Sarrus

O calculo do determinante de 32 ordem pode ser feito por meio de um dispositivo pratico,
denominado regra de Sarrus.
aix G2 13
Acompanhe como aplicamos essaregrapara D = | as; as  aGo3
az1 a3 0a33

12 passo: Repetimos as duas primeiras colunas ao lado da terceira:

91 a3 daz gy oo

iz dza

i 1] 12 diz i a1y 12
[ [
l 31 dga  djs l

22 passo: Encontramos a soma dos elementos da diagonal principal com os dois produtos
obtidos pela multiplicacdo dos elementos das paralelas a essa diagonal (a soma deve ser
precedida do sinal positivo):

I 1] 1o drg I ay] a2
a9y 22  ag I k] daa | + [(}.111‘}.22([;;;; + 1atlazidyy + ff.];;fj.zlfj.;;z)
[ T+
| @31 ag2 O35 |jeg1] g2
L ,

paralelas
Adiagonal principal
32 passo: Encontramos a soma dos elementos da diagonal secundaria com os dois pro-

dutos obtidos pela multiplicagdo dos elementos das paralelas a essa diagonal (a soma deve
ser precedida do sinal negativo):

| an a2 a3 l a1i_aiz
| an _ass oz L@z axm| — (a3amas; + aneszazy + ajpanasg)
| asi _ags asy |laz as
Y '
[ —
. A . paralelas
diagonal secindaria
Assim:
[ ".: i
i ay (g A473. i 11 a1
D= az _az az |lag axn | = —(azaaz1+aiagzasetarzasiagy)+(aiiazass+aisassasi+azaz ass)
| 5] 4z 3y | k31 th3a
o £
- iy,

Exercicio Resolvido
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2 3 -1
1. Calcule o valor do determinante | 4 1 2
-3 2 1
So/ugao
BTy
|4 > 2]pdl 1i=-47
| =3 274 "-~:%"-2
NN
3 gty 2 —18 -8

LogoD=-3-8—-1242—-18—-8=+42—-49=—47
340—2*—(—143z)=0=2’+3r—4=0=>z=10uzx=—4

2. Resolva em R a inequacgao < 0.

8~ N
[
— o8

Solugéo:
Aplicando a regra de Sarrus, temos:
24040—(22+240)<0=—2>—24+2<0

Resolvendo a inequacgao do 2° grau e estudando o seu sinal, vem:

+1:t3

— 2 —r4+2=0=>z= =r=1o0uzx=—-2

: )

Entdo, S= {z e RjJz < =2 0ou z > 1}.

187
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